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Das Buch, das ich hiermit der Öffentlichkeit übergebe, wendet 
sich in erster Linie an die Studierenden; doch dürfte es auch für den 
}; Kenner des Interesses nicht völlig entbehren. Weicht doch sein Inhalt 
2 ganz erheblich von den sonstigen Büchern über die irrationalen 
2 Zahlen ab. 

Ich habe die Theorie von Dedekind zugrunde gelegt. Um dann 
die Rechenoperationen zu definieren und die Rechengesetze zu beweisen, 
gibt es zwei Wege. Der erste, kurz und elegant, ist von R. Baire 
angebahnt und sodann von G. Kowalewski in seinen „Grundzügen 
der Differential- und Integralrechnung“ (Leipzig 1909) meisterhaft 
vollendet worden. Er besteht darin, daß zunächst nur \die Gesetze 
über die Größenordnung aufgestellt werden; mit ihrer Hilfe allein ge- 


3 lingt die Einführung des Grenzbegriffs, der dann die Definitionen und 


Gesetze für Addition, Subtraktion usw. unschwer zu erledigen gestattet. 


N Länger und kunstloser ist der zweite Weg, aber dafür viel naturgemäßer 
> und dem unbefangenen Neuling eigentlich von selbst sich aufdrängend, 
S so daß ich es für richtig hielt, meine Leser diesen Weg zu führen. 
© Er besteht einfach darin, daß nach Einführung der Dedekindschen 
“© Schnitte nicht nur die Besmiffe des Größer und Kleiner, sondern so- 

N gleich auch der Summe, Differenz usw. definiert und auf Grund dieser 
. Definitionen die Rechengesetze entwickelt werden (Kapitel I). So er- 
-. scheinen die Rechengesetze, wie es natürlich ist, als das Primäre; der 


>  Grenzbegriff als etwas Fernerliegendes kommt erst im zweiten Kapitel. 
Das dritte Kapitel ist der Theorie der Potenzen und Logarithmen 
gewidmet, während im vierten die verschiedenen Darstellungsformen 
irrationaler Zahlen in einer bisher nicht gebotenen Vollständigkeit ent- 
wickelt werden. Das fünfte Kapitel behandelt die sogen. diophantischen 
> Approximationen, wobei ich in der zweiten Hälfte insbesondere das 
I Ziel verfolgte, einen fundamentalen Satz von Kronecker, der in den 
letzten Jahren eine gewisse Bedeutung für scheinbar ganz fern liegende 
> mathematische Disziplinen, wie die Theorie der säkularen Störungen 


| S und die Theorie der Riemannschen Zetafunktion, erlangt hat, in 
S 580203 


VI Vorwort. 


gleicher Allgemeinheit wie Kronecker zu entwickeln. Ob es mir 
dabei gelungen ist, die schwer lesbare Kroneckersche Darstellung 
in eine genießbarere Form zu bringen, mögen die Leser entscheiden. 
Jedenfalls konnte ich den Umfang auf weniger als ein Drittel herab- 
drücken. Das letzte Kapitel endlich handelt von den Eigenschaften 
der algebraischen und transzendenten Zahlen. Daß hier die Tran- 
szendenzbeweise für die Zahlen e und nicht fehlen dürfen, ist selbst- 
verständlich. 

Die Vorkenntnisse, die die Lektüre des Buches erfordert, sind ge- 
ring. Wer eine höhere Schule absolviert hat, darf von dem dort Ge- 
lernten ruhig ein gutes Teil vergessen und wird immer noch ausreichen. 
Nur an zwei Stellen wird eine Kleinigkeit mehr vorausgesetzt. In der 
zweiten Hälfte des fünften Kapitels kommen die einfachsten Sätze über 
Determinanten und lineare Gleichungssysteme vor, und beim Tran- 
szendenzbeweis für x mußte ich imaginäre Zahlen zu Hilfe nehmen, 
weil ein ganz im Reellen operierender Beweis noch nicht bekannt ist; 
immerhin versuchte ich, den Beweis möglichst elementar zu gestalten. 
Der Transzendenzbeweis für e ist mit den einfachsten Mitteln geführt, 
die im Buche selbst gewonnen werden. 


Aber freilich, gewöhnlich ist es in der Mathematik so: Je weniger‘ 


„Yorkenntnisse“ Toraneseten werden, ein um so reiferes Urteil und 
schärferes logisches Denkvermögen wird verlangt. Doch glaubte ich 
auch in dieser Hinsicht keine großen Anforderungen stellen zu sollen. 
Ich habe mich im Gegenteil bemüht, den Leser zu Verständnis und 


Urteilsfähigkeit anzuleiten, sowohl durch Beispiele wie auf manche . 


andere Weise. “Durch gelegentliche Hinweise auf schwierigere Fragen, 
die über den Rahmen des Buches hinausgehen und zum Teil noch 


ungelöst sind, habe ich den Wissens- und Forscherdrang der Studieren- . 


den teils anzuregen, teils zu befriedigen gesucht. Die wichtigste Lite- 
ratur, die bis auf die jüngsten Tage reicht, ist am Schluß des Buches 
zusammengestellt. 


Heidelberg, im Dezember 1920. 


Oskar Perron. 
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Erstes Kapitel, 


Die Grundlagen. 


$ 1. Die rationalen Zahlen. 


Die Theorie der rationalen (ganzen und gebrochenen, positiven und 
negativen) Zahlen setzen wir in diesem Buche als bekannt voraus. 
Solange wir andere Zahlen noch nicht haben, d. h. bis $ 9 einschließ- 
lich, heißt Zahl soviel wie rationale Zahl. Hier in $ 1 mögen 
zunächst die Gesetze zusammengestellt werden, auf denen das Rechnen 
mit diesen Zahlen beruht. 

Um anzudeuten, daß zwei Zeichen a, 5b ein und dieselbe Zahl 
bezeichnen, schreibt man a«=5. Um anzudeuten, daß a, b zwei ver- 
schiedene Zahlen bezeichnen, schreibt man «a = b. Die Rechengesetze 
sind nun die folgenden. 

A. Größenordnung. 

I. Wenn a +5, so ist entweder a<b oder a>b. 
U. Wenn a=b, so ist weder a<bnoch a>)b. 
III. Wenn a <b, so ist b> a, und umgekehrt. 

IV. Wenn a<b, b<c, so ist auch a <c. 

Definition. Die Zahl a heißt positiv, wenn @> 0, negativ, 
wenn «<0 ist; sie verschwindet, wenn @a=0 ist. Die Zahl O0 
selbst wird weder positiv noch negativ genannt. 


B. Summe. 


V. Sind a, 5b Zahlen, so ist auch «+ eine (durch a und b 
eindeutig bestimmte) Zahl. 


vL a+b=b-+a (Kommutativgesetz). 
vn. a+(b+e)=(a+b)+ec (Assoziativgesetz). 
VII. a+0=a. 


IX. Wenn a<Ddb, so ist auch «@+c <b-+ c (Monotoniegesetz). 


C. Differenz. 
X. Sind a, 5b Zahlen, so ist auch @— b eine (durch a und b 
eindeutig bestimmte) Zahl. Statt O— b schreibt man auch 
einfacher — b. 
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xl. b+(a—b)=a. 


D. Produkt. 


XII. Sind a, 5 Zahlen, so ist auch ab eine (durch a und db 
eindeutig bestimmte) Zahl. Statt «db schreibt man auch 
a,b oder axb. 


XUl. ab=ba (Kommutativgesetz). 
XIV. a(be)=(ab)c | (Assoziativgesetz). 
XV. (a+b)e=ac+tbe (Distributivgesetz). 
RYı: TFa—%. | 
XVII 0.a=0. 
XVII. Wenn «a<b, undce>0, so ist auch ae < be (Monotonie- 
gesetz). 


E. Quotient. 


XIX. Sind a, b Zahlen, und 5 +0, so ist auch eine (durch « 
und 5b eindeutig bestimmte) Zahl. Statt — schreibt man 
auch a:b. 
a 
XX. b- =? =4(. 


F. Der Archimedische Satz. 


XXI. Ist a eine Zahl, so gibt es positive ganze Zahlen n, 

für welche n > a ist. 

Auf diesen Gesetzen im Verein mit der rekurrenten Erzeugungs- - 
weise der positiven ganzen Zahlen, die dem „Schluß von n au n+T, 
(vollständige Induktion) zugrunde liegt!), beruht die gesamte Arith- 
metik. Allerdings wendet man bein Rechnen fortwährend noch einige 
andere, ebenso oder fast ebenso einfache Gesetze an; sie sind aber in- 
sofern nichts Neues, als sie sich aus den obigen rein logisch herleiten 
lassen. Diese Erkenntnis hat sich in der Hauptsache jeder Leser schon 
auf der Schule mehr oder weniger deutlich verschafft; sie soll ihm 
hier nur an einigen Beispielen zum klaren Bewußtsein gebracht werden. 

‘Den Satz: 
„Wenn a>b, b>c, so ist auch a > c“ 

kann man unmittelbar aus III und IV folgen. Aus VI und VII 

folgt mittels vollständiger Induktion, daß eine Summe von beliebig vielen 


t) Infolge dieser rekurrenten Erzeugungsweise ist jede positive ganze 
Zahl n eine Summe der Form 


BEL Ita ar 
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Summanden ganz unabhängig ist von ihrer Reihenfolge und von der 
Stellung der Ordnungsklammern, die man deshalb meistens unterdrückt. 


‚Ebenso ist es nach XIII und XIV bei einem Produkt von beliebig 


vielen Faktoren. Aus den Gesetzen über die Größenordnung und die 
Summe schließt man, daß beliebig viele gleichsinnige Ungleichungen 
zueinander addiert werden dürfen. Wenn alles positiv ist, dürfen sie 


- auch miteinander multipliziert werden. 


Für die Subtraktion ist der Eindeutigkeitssatz von Wichtig- 
keit, welcher aussagt, daß die Gleichung 
| b+z=a 
außer der nach XI vorhandenen Lösung «= a — b keine weitere Lösung 
zuläßt. Wenn nämlich y=+a—b, so ist nach I und III entweder 
y<u—b oder a—b<y. Im ersten Fall erhält man: 
b+y=y-+b (nach VI) 
<(a—b)+b (nach IX) 
—=b+(a—b)=a (nach VI und XJ); 
im zweiten Fall aber: 
a=b+(a—b)=(a—b) +b<y+b=b-+y. 
Nach II ist daher in keinem Fall b+y=a; d.h. y ist keine Lösung 
der Gleichung b5+- x=a. W.z.b. w. 

Aus dem Eindeutigkeitssatz und dem Gesetz VIII fließt sogleich 
die Formel «— a=0. Ferner folgert man leicht die bekannten Vor- 
zeichenregeln für die Klammerauflösung bei der Subtraktion. Als 
typisches Beispiel mag der Beweis für die Formel 

a—(b- e)=(a+c)—b 
hier Platz greifen. Setzt man zur Abkürzung 

b—c=y,a—y=2, 
also 
2=a—(b—.c), 

so ist nach XI 

e+- y=c+td—=c)=b, 

y+2=y+(a—y)=a. 


Daher mit Benutzung von VII und VI 


b+z=(+y)+z=c+y+D)=c+ta=a+te. 
Da aber nach XI auch 


b+[a+ce)—bl=a+e, 


‘so folgt aus dem Eindeutigkeitssatz, daß 


2=(a+c)—b 
ist; oder also, wenn man den früheren Wert für z einsetzt: 
a— (b—c)=(a+c)—b. W.z.b. w. 
Was die Multiplikation angeht, wollen wir einen ausführlichen 


_ Beweis geben für den bekannten Satz: 


1* 
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Ein Produkt (von zwei oder mehr Faktoren) verschwindet 
dann und nur dann, wenn wenigstens einer der Faktoren ver- 
schwindet. | 

Man sieht leicht, daß es genügt, den Satz für ein Produkt von 
zwei Faktoren zu beweisen. Wenn nun in dem Produkt ab der erste 
Faktor verschwindet, so ist nach XVII auch das Produkt gleich Null; 
das gleiche gilt mit Rücksicht auf XIII, wenn der zweite Faktor ver- 
schwindet. 

Wenn dagegen @«=-0, b=+-0, so müssen wir zeigen, daß auch 
ab=-0 ist. Nach I sind dabei vier Fälle möglich: 


1° Be al 
2, EI DESA0R 
d. Re NE 
4. VS ESSEN 
Im Fall 1 ist nach II O<a, 5>0, also nach XVIII 
0.:b<alb, 
oder mit Rücksicht auf XVII 
EEE 


also ab =0 nach 11. 
Im Fall 2 ist nach XVIlII und XVII 
ab 0.00; 
also wieder «5 +0 nach 1. 
In den Fällen 3 und -4 führen wir die nach X existierende Zahl 
0—b=b 
ein. Dann ist 
0=b+(0 —b)=b+b’ (nach XL) 
< 0-25 (nach IX, weil 5<O) 
-=b) +0=b (nach VI und VI). 

Also O<b, und nach III: 5” >0. Nachdem aber die Fälle 1 und 2 
bereits erledigt sind, folgt hieraus: 
ab tE 

Nun ist 
ab+ab=ba+ba (nach XIII) 
=(b+b)a=0.a (nach XV) 
=.(). - (nach XWVH): 
Wäre also ab=0, so könnte man schließen: 
0=ab+ab=0-+ab 

=ab’+-0=ab’ (nach VI und VII), 
daher ab’=0, was dem Obigen widerspricht. Die Annahme ab=0 
ist demnach unstatthaft, und damit ist unser Satz vollständig bewiesen. 

Nunmehr folgt auch leieht die Eindeutigkeit der Division. Denn 

ist y eine Lösung der Gleichung 5by=a, wo b=+ 0, so ist 
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ao 


a+tb e Ale n) —yb+ 6: = v) b (nach XIII) 


— ß = vn h (nach XV) 


er b (nach XI) 
=b..=a (nach XIII und XX). 


Also wegen VIII und der Eindeutigkeit der Subtraktion 


en 


& 


re 0; da aber auch ET 0, so folgt 


Wegen b == 0 ist daher ua) 


wieder wegen der Eindeutigkeit der Subtraktion: y= A 


52 W.z.b. w. 


Weiter findet man jetzt leicht die Formel —1 für @ == 0, sowie 


die bekannten Regeln für Erweiterung, Multiplikation und Division von 
Brüchen. 

Auch all die viel benutzten, wiewohl weniger einfachen Regeln 
und Formeln, wie z. B. die Summenformel für die endliche geometrische 
Reihe, der binomische Satz für positive ganze Exponenten, und viele 
andere sind lediglich logische Folgerungen aus den angegebenen Ge- 
setzen und können als bekannt angesehen werden. Insofern sind unsere 
Gesetze I bis XXI vollständig. 


Eine andere Frage ist die, ob die einundzwanzig Gesetze vonein- 
andersunabhängig sind, oder ob vielleicht einige von ihnen bereits 
logische Folgen der übrigen und insofern als Grundgesetze überflüssig 
sind. Eine erschöpfende Klärung dieser Frage würde zu weit führen 
und soll hier unterbleiben; wir verweisen auf die Darstellung bei Loewy 
(vgl. Literaturverzeichnis).. Um irrigen Vorstellungen vorzubeugen, sei 
jedoch bemerkt, daß wir Unabhängigkeit weder angestrebt noch erreicht 
haben. Beispielsweise sei erwähnt, weil es manchen Leser überraschen 


mag, daß das Gesetz XVII eine Folge der übrigen ist. 


In der Tat, nach XII ist 0-a eine Zahl, und wenn etwa 0-a<0 
wäre, hätte man: 
1-a=(1+0)a=1l-a+0.-a=0-a+1l-u<0+la=1la+0=1-a; 
also l[-@a<1-a. Ebenso führt die Annahme 0:-a4>0 auf einen Wider- 
spruch, so daß nach I. notwendig 0-a=0 sein muß. 
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$ 2. Definition des Schnittes. 


Der Theorie der Irrationalzahlen legen wir nach Dedekind den 
Begriff des Schnittes zugrunde. Wir definieren: 


Definition. Eine Einteilung aller (rationalen) Zahlen 
in zwei Klassen A und B derart, daß jede Zahl der Klasse 
A kleiner ist als jede Zahl der Klasse B, heißt ein Schnitt. 
Dabei heißt A die Unterklasse, B die Oberklasse des Schnittes. 
- Beispiel, Die Unterklasse enthält die Zahl Null und alle negativen 
Zahlen, die Oberklasse alle positiven Zahlen. 

Offenbar ist ein Schnitt bereits eindeutig bestimmt, wenn wir seine 
Unterklasse angeben; denn die Oberklasse besteht dann einfach aus 
allen anderen Zahlen. Ebenso ist ein Schnitt auch durch Angabe seiner 
Oberklasse eindeutig bestimmt. Wie erkennt man aber, ob eine ge- 
gebene Menge von Zahlen die Unter- oder Oberklasse eines Schnittes 
ist? Die Antwort ist leicht: 

Eine Menge von Zahlen ist dann und nur dann die 
Unterklasse eines (eindeutig bestimmten) Schnittes, wenn 
erstens nicht jede Zahl zur Menge gehört, und wenn zweitens 
jede Zahl, die kleiner ist als eine zur Menge gehörende 
Zahl, ebenfalls zur Menge gehört. 

In der Tat hat die Unterklasse eines jeden Schnittes diese Eigen- 
schaft; denn gehört « zur Unterklasse, und ist 5<a, so kann 5 nicht 
zur Oberklasse gehören, weil sonst definitionsgemäß 5>a sein müßte; 
also gehört auch 5 zur Unterklasse. Ist umgekehrt A eine Menge der 
angegebenen Art, und bezeichnet man die Menge aller anderen Zahlen 
mit B, so kann es in B keine Zahl 5 geben, die kleiner ist als eine 
Zahl von A; denn jedes solche 5 würde definitionsgemäß ebenfalls zu 
A gehören. Also ist jede Zahl von B größer als jede Zahl von A, 
und somit ist A wirklich die Unterklasse eines Schnittes. 

Ebenso einfach beweist man: 

Eine Menge von Zahlen ist dann und nur dann die Ober- 
klasse eines (eindeutig bestimmten) Schnittes, wenn erstens 
nicht jede Zahl zur Menge gehört, und wenn zweitens jede 
Zahl, die größer ist als eine zur Menge gehörende Zahl, 
ebenfalls zur Menge gehört. 

Wir beweisen jetzt nach dem Vorgang von Hölder zwei Hilfs- 
sätze. 

Hilfssatz 1. Bei jedem Schnitt gibt es, wenn k irgend- 
eine positive Zahl bedeutet, in der Unterklasse eine Zahl a 
und in der Oberklasse eine Zahl 5 derart, daß b—a=k ist. 

Ist nämlich ce eine beliebige Zahl der Unterklasse, d eine beliebige 


83. Die drei Arten von Schnitten. 


Eu Zahl der N so sei n eine ganze Zahl, die größer als die positive 
Zahl BE 
k 


klasse. Von den Zahlen 

6, c+k .c+2k...c+nk 

_ gehört demnach die erste zur Unterklasse, die letzte zur Oberklasse. 

Unter ihnen müssen folglich zwei benachbarte vorhanden sein, die zu 

verschiedenen Klassen gehören; diese leisten aber das Verlangte, da 

- ihre Differenz gleich & ist. 

> Übrigens soll mit Hilfssatz 1 natürlich nicht gesagt sein, daß die 

Zahlen a und 5 eindeutig bestimmt sind. Im Gegenteil sieht man 
_ leicht, daß sie sich auf unendlich viele Arten wählen lassen. 

Hilfssatz 2. Ist k>1, und enthält die Oberklasse eines 

 Sehnittes nicht alle positiven Zahlen, so gibt es in der Unter- 

klasse eine positive Zahl a und in der Oberklasse eine positive 


© Zahl db derart, daß2=k ist. 


Ist nämlich e eine positive Zahl der Unterklasse, d eine Zahl der 
er eng so sei n eine ganze Zahl, die größer ist als die positive 
E d — : 

Zahl — ED 7 Dann ist 


< ist. Dann it e+nk>d, also c+n% eine Zahl der Ober- 


iR 


Ei. ce+en(k—D>d, 
also 
7 ec=c+c("—N=c+te(""T+"?+..+k+D(k—12 
u.  D>e+ten(k—D>d, 
so daß die Zahl ck" gewiß zur Oberklasse gehört. Von den Zahlen 
ECK ek" 
gehört demnach die erste zur Unterklässe, die letzte zur Oberklasse. 
__ — Unter ihnen müssen folglich zwei benachbarte vorhanden sein, die zu 
£ verschiedenen Klassen gehören: diese leisten aber das Vorlängte. da 
Be ihr Quotient gleich % ist. 


auf unendlich viele Arten wählen. 


$S3. Die drei Arten von Schnitten. 


Es gibt drei Arten von Schnitten. 

Erste Art. Die Unterklasse hat eine größte Zahl, die Oberklasse 
hat keine kleinste Zahl. 
| Beispiel. Die Unterklasse enthält die Zahl « und alle kleineren, 
die Oberklasse alle größeren Zahlen. Hier ist a die größte Zahl der 
Unterklasse. 


Bleans’ lassen sich auch die Zahlen a, 5 des Hilfssatzes 2 wieder. 
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Zweite Art. Die Unterklasse hat keine größte Zahl, die Ober- 
klasse hat eine kleinste Zahl. 

Beispiel. Die Oberklasse enthält die Zahl a und alle größeren, 
die Unterklasse alle kleineren Zahlen. Hier ist a die kleinste Zahl der 
Oberklasse. 

Dritte Art. Die Unterklasse hat keine größte Zahl, die Ober- 
klasse hat keine kleinste Zahl. 

Beispiel. Die Oberklasse enthält alle positiven Zahlen, deren 
Quadrat größer als 2 ist, die Unterklasse enthält alle anderen Zahlen. 
In der Tat ist hier jede Zahl der Unterklasse offenbar kleiner als jede 
Zahl der Oberklasse; die Einteilung ist also ein Schnitt. Hätte nun 
die Unterklasse eine größte Zahl a, so wäre gewiß a>0, a <2. Aber 
Gleichheit ist hier ausgeschlossen, da es keine (rationale) Zahl gibt, 

p 


deren Quadrat gleich 2 ist. Denn bringt man «a auf die Form —, wo 
2 
p, g teilerfremde ganze Zahlen sind, so würde aus (2) —=2 Tolgen: 


Daher wäre p durch die Primzahl 2 teilbar, und wenn man demgemäß 
p=?2r setzt, würde sich ergeben: 
Are 9%, 

so daß auch g durch 2 teilbar sein müßte, während doch p und q 
keinen gemeinsamen Teiler haben sollten. Demnach ist gewiß a? <2, 
so daß die Zahl 
a 2UT2 2 — a. 
Pa 
größer als « ist. Da aber ihr Quadrat gleich 

Ge 2(2 — a?) 

ne OR Br are BE ee 

= (+ 2)° 
also kleiner als 2 ist, gehört sie ebenfalls zur Unterklasse, so daß « 
doch nicht die größte sein kann. 

Hätte anderseits die Oberklasse eine kleinste Zahl b, so wäre 

b?>2; die Zahl 


wäre also kleiner als 5. Sie würde aber, da ihr Quadrat gleich 
b2 -- 2 EEE FD 4 22 
( re Ip 
also größer als 2 ist, ebenfalls zur Oberklasse gehören, so daß b doch 
nicht die kleinste sein könnte. 
Die drei Arten von Schnitten bilden logisch noch keine vollständige 
Disjunktion. Es fehlt der Fall, daß die Unterklasse eine größte und 


PT 


% 
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gleichzeitig die Oberklasse eine kleinste Zahl hat. Aber Schnitte dieser 
Art gibt es nicht. Denn wäre a die größte Zahl der Unterklasse, b die 
kleinste Zahl der Oberklasse, so wäre @«<b, folglich 


a+ b 


- REED. 
ee ya Be 


Die Zahl © 2 würde daher, weil größer als «, nicht zur Unterklasse, 
aber, weil kleiner als d, auch nicht zur Oberklasse gehören, was un- 
möglich ist. 


Offenbar sind die Schnitte der ersten und zweiten Art mit den 
angegebenen Beispielen erschöpft. Es besteht somit ein umkehrbar 
eindeutiges Entsprechen zwischen diesen Schnitten und den (rationalen) 
Zahlen, indem jeder Zahl ein solcher Schnitt und umgekehrt jedem 
solchen Schnitt eine Zahl entspricht, die bei der ersten Art die größte 
der Unterklasse, bei der zweiten Art die kleinste der Oberklasse ist. 
Infolgedessen können wir jede rationale Zahl unzweideutig dadurch be- 
stimmen, daß wir den entsprechenden Schnitt der ersten oder zweiten 
Art angeben. Für unsere Zwecke empfiehlt es sich, dabei den Schnitt 
der ersten Art zu bevorzugen. Bis auf weiteres verstehen wir 
daher unter einem Schnitt schlechthin nur einen solchen 
der ersten oder dritten Art, so daß die Oberklasse niemals 
eine kleinste Zahl enthält. 


‘Einem Schnitt der dritten Art entspricht keine rationale Zahl, 
Wir werden bald sehen, daß wir berechtigt sind zu sagen, es entspricht 
ihm eine irrationale Zahl. 


Wir bezeichnen jetzt bis auf weiteres rationale Zahlen mit kleinen 
lateinischen Buchstaben, Schnitte (der ersten und dritten Art) mit kleinen 
griechischen Buchstaben, die Klassen eines Schnittes mit großen lateini- 
schen Buchstaben. Um auszudrücken, daß der Schnitt «@ die Unter- 
klasse A und die Oberklasse B hat, bezeichnen wir ihn auch durch 
(A'B). Sind a,, a, ... die Zahlen der Klasse A, b,,-b,, .... die 
Zahlen der Klasse B, so schreiben wir statt dessen auch ausführlicher 
2 O0 er Also!) 

o=tAlBY=ka;; der ee ldrba,) er). 
Den einer Zahl n entsprechenden Schnitt erster Art bezeichnen wir 


!) Die Schreibweise a,, a, ... für die Zahlen der Klasse A ist hier nur 
schematisch zu verstehen; es soll damit nicht behauptet werden, daß diese 
Zahlen sich wirklich den als Indizes gebrauchten positiven ganzen Zahlen zu- 
ordnen lassen, so daß es eine erste, zweite usw. gibt. Wie wir später zeigen 


- werden, ist eine solche Zuordnung allerdings möglich; doch spielt das hier 
keine Rolle. , 
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N AN | 
auch durch n. Insbesondere bedeuten also 0, 1 die den Zahlen O0 und / 
entsprechenden Schnitte erster Art. 


$ 4. Größenordnung von Schnitten. 

Sind 
a=(A/B), d=(4/B:) 
zwei Schnitte (erster oder dritter Art), und enthält die Klasse A’ nur 
Zahlen aus A, ebenso die Klasse A nur Zahlen aus A’, so sind die 
Klassen A, A’ miteinander identisch; folglich sind auch die Schnitte 
identisch, so daß «= «’ ist. Tritt dieser Fall nicht ein, so sind a, « 
zwei verschiedene Schnitte, und wir schreiben: @+.«. Alsdann ent- 
hält entweder die Klasse A’ wenigstens eine Zahl aus B, oder die 
Klasse A enthält wenigstens eine Zahl aus B’. Aber beides zugleich 
kann nicht eintreten; denn würde die Zahl « den Klassen A’ und B, 
die Zahl 5b den Klassen A und B’ angehören, so wäre, weil jede Zahl 
von A kleiner als jede Zahl von B ist, b<a; aber, weil auch jede 
Zahl von A’ kleiner als jede Zahl von B’ ist, zugleich «<b, was nicht 
sein kann. 

Wenn nun die Klasse A’ eine Zahl aus B enthält, so sieht man 
leicht, daß beide Klassen sogar unendlich viele Zahlen gemein haben. 
Denn ist b eine solche gemeinsame Zahl, so gibt es in B, weil eine 
kleinste nicht vorhanden ist, eine kleinere Zahl b,, dann noch eine 
kleinere b,, usw., und alle diese Zahlen gehören, weil sie <b5 sind, 
auch der Klasse A’ an. 


Wir definieren jetzt: Wenn die Klasse A’ eine und folglich 
unendlich viele Zahlen aus B enthält, so heißt « kleiner als 
«, und @ größer als «e; in Zeichen: 

BEL ER: 
Nach dem Bewiesenen ist dann nicht zugleich @>«’, und auch nicht 
« <a. Demnach können wir bis jetzt die folgenden drei Gesetze über 
Größenordnung aufstellen: 
I. Wenn @ *=«, so ist entweder «<a oder a>«. 

I. Wenn a=d, so ist weder e<@ noch a>«. 

III. Wenn @a<«, so ist @ >« und umgekehrt. 

Hierzu kommt aber noch ein viertes Gesetz: 

IV. Wenn a<«e, @<e”, so ist auch a <«”. 

Zum Beweise sei 

x = (A DaB =(4/B'). 
Wegen @<.«’ enthält A’ Zahlen aus B; wegen @<e«” enthält A 
Zahlen aus B’ und folglich alle Zahlen aus A’. Daher enthält 4” 
auch Zahlen aus B, d. h. es ist e<«”. W.z.b. w. 


)) 
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Jetzt seien a, «’ zwei Zahlen, Jay zwar a<.aa’. Sind dann 
a= (4/B), Gi "=(4'/B‘) 
die entsprechenden Schnitte erster Art, so enthält die Klasse 4’ die 


Zahl «. Die Klasse B enthält jede Zahl, die größer ist als a, also 
insbesondere die Zahl «. Daher haben A’ und B mindestens die Zahl «’ 


A A 
gemeinsam, und folglich ist «a <a’. Die Schnitte erster Art stehen 
also in der gleichen Größenordnung wie die ihnen ent- 


sprechenden rationalen Zahlen. 


In weiterer Analogie mit den Zahlen definieren wir noch: 
A 
Der Schnitt « heißt positiv, wenn >60; 


N 
der Schnitt « heißt negativ, wenn @<Pß0: 


A 
der Schnitt « verschwindet, wenn a=(. 


Ein positiver Schnitt ist somit dadurch charakterisiert, daß seine 
Unterklasse wenigstens eine und folglich unendlich viele positive Zahlen 
enthält; die Oberklasse enthält dann nur positive Zahlen. Ein negativer 
Schnitt ist dadurch charakterisiert, daß seine Oberklasse eine und folg- 
lich unendlich viele negative Zahlen enthält; die Unterklasse enthält 
dann nur negative Zahlen. Die positiven bzw. negativen Schnitte erster 
Art entsprechen den positiven bzw. negativen Zahlen. 

Zum Schluß beweisen wir noch drei einfache Sätze. 

Satz 1. Gehört die Zahl b der Oberklasse des Schnittes « 


. A A 
ant), so ist 5>a; gehört sie der Unterklasse an, so ist b<e, 


und zwar De nur, wenn b die (bei Schnitten erster Art 
vorhandene) größte Zahl der Unterklasse ist. 

Gehört nämlich 5 der Oberklasse von « an, so gibt es in dieser 
Klasse eine Zahl bi, die <Db ist; diese gehört aber zur Unterklasse 


von 5 so daß ach ist. Gehört dagegen 5 der Unterklasse von « m 


so ist entweder b die größte Zahl dieser Klasse, und dann ist «= 2 
oder es gibt in ihr noch eine größere Zahl b,; diese gehört aber der 


Oberklasse von b an, so daß jetzt Ba ist. 

Satz 2. Ist « ein beliebiger Schnitt, so gibt es unendlich 
viele Schnitte erster Art, die größer, und ebenso viele, die 
kleiner sind als « 

In der Tat ist jeder Schnitt, der einer Zahl der Oberklasse von « 
entspricht, nach Satz 1 größer als «. Und jeder Schnitt, der einer 


ı) Wohlgemerkt haben wir Schnitte zweiter Art ausgeschlossen; sonst 
müßte der Satz etwas geändert werden. 
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Zahl der Unterklasse von « entspricht, ist mit höchstens einer Aus- 
nahme kleiner als «. 

Satz 3. Sind a, @ zwei Schnitte, und zwar @a<«', so gibt 
es unendlich viele Schnitte erster Arty, für welche e<y<a’ ist. 

Setzt man nämlich 

&— (A/B) 0 = (ATB, 

so haben wegen «<« die Klassen A’ und B unendlich viele Zahlen 
gemein. Ist ce eine solche, aber nicht gerade die größte, so leistet der 


N 
Schnitt =c nach Satz 1 das Verlangte. 


$ 5. Die Summe zweier Schnitte. 
Sind 
ea De en ee 
zwei beliebige Schnitte (erster oder dritter Art), so betrachten wir die 
Menge B” derjenigen Zahlen, die sich in der Form 5, + b’ darstellen 
lassen. Diese Menge hat folgende Eigenschaften: 

1. Sie enthält keine kleinste Zahl, weil unter den Zahlen 5, und 
b' sich keine kleinste findet. 

2. Nicht jede Zahl gehört ihr an. Denn die Zahl a, + a/ ist z. B. 
nicht in der Form b, + b/ darstellbar, weil jaa,<b, und a, <b; ist 

3. Ist ce eine Zahl der Menge, so gehört auch jede größere zur 
Menge. Denn wenn c=b,-+ b; ist, so hat jede Zahl c,, die >e ist, 
die Form c,=b,+.d, wo d>b. Aber eine Zahl, die >b’ ist, muß 
selbst zur Oberklasse von « gehören, so daß d gleich einem bj. sem 
muß; daher ist =b, + b,. 

Nach dem Kriterium auf Seite 6 ist somit B” die Oberklasse eines 
eindeutig bestimmten Schnittes @’, der wegen 1. von der ersten oder 
dritten Art ist. Von diesem Schnitt «@” sagt man, er entsteht aus « 
und « durch Addition, und man nennt ihn die Summe von « 
und «; in Zeichen: 

= 040. 

Dieser Definition zufolge gilt also unmittelbar das Gesetz: 

V. Sind «a, « Schnitte, so ist auch «+ « ein (durch « und « 
eindeutig bestimmter) Schnitt. 

Des weiteren gelten aber auch die folgenden Gesetze: 


v1. e+d=ad+a (Kommutativgesetz). 
vi. a+(@ + 2. =(a+a)+ 0” (Assoziativgesetz). 
VIH. | BR, 


IX. Wenn @<a«’, so ist auch «+ @’ <a’ + a” (Monotoniegesetz). 
Die Gesetze VI BE VII folgen unmittelbar aus der Definition der 
Summe, da ja für Zahlen die entsprechenden Formeln gelten. Wir 


[12022 
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wenden uns zum Beweis von VIII. Sei 
= (al, üsr ...Ld1,.00 ».-). 


N 
Da die Oberklasse des Schnittes O aus allen positiven Zahlen besteht, 


so besteht die Oberklasse des Schnittes «& -+- N aus allen Zahlen der Form 
b, + positive Zahl. 
dde Zahl dieser Form ist aber gewiß gleich einem b,. Betrachten wir 
umgekehrt eine beliebige Zahl b, aus der Oberklasse von a, so gibt es 
in dieser Klasse, weil eine kleinste nicht vorhanden ist, gewiß noch 
eine kleinere Zahl b,, und folglich ist 
b;—=b,+- positive Zahl. 


Hiernach sind die Oberklassen der Schnitte « und BBac identisch, 
so daß die Schnitte selbst einander gleich sind. 
Zum Beweis von IX sei 
BEA Se 0 De); 
ee aaa Dir 02.0), 
ws ARD = (a; a", FRE, b”, ach 
Die Voraussetzung @<«@ besagt, daß die KllSe 4 unendlich viele 
Zahlen aus B enthält; seien etwa 
(1) EIER 
zwei solche Zahlen, und zwar b,<b,. Dann gibt es nach Hilfssatz 1 
in der Klasse A” eine Zahl a und in der Klasse B” eine Zahl b 
derart, daß 
(2) b.— dd, =b,—b, 
ist. Nach der Definition des Zeichens < ist zum Beweis von IX ledig- 
lich zu zeigen, daß die Unterklasse des Schnittes «+ «” eine Zahl 
aus der Oberklasse des Schnittes «+ «” enthält, d. h. daß es unter 
den Zahlen, die .nicht die Form b; + b} Ha solche der Form 
b.+b/ Nun sieht man leicht, daß die Zahl aa) das leistet. 
Denn sie hat nicht die Form b’ EB, weil ja a,<b/, a, <b; ist; 
wohl aber ist nach (1) und (2) 
3+%,=b,+b, 
womit nun alles bewiesen ist. 
Sind a, « zwei Zahlen, so bestehen die Oberklassen der Schnitte 


A MR 
erster Art a bzw. a’ aus allen Zahlen, die größer als a bzw. a’ sind. 


Daher besteht die Oberklasse des Schnittes AN a’ aus allen Zahlen 
der Form 

(a + positive Zahl) + (a’ + positive Zahl); 
das sind genau alle Zahlen, die größer sind als «+ a’. Dagegen ent- 
hält die Unterklasse die Zahl «+ «’ selbst und alle kleineren. Somit 
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A 
ist der Schnitt «+ 2 von der ersten Art, und die ihm entsprechende 
Zahl ist a+a. Die Addition von Schnitten erster Ärt 
läuft also auf die Addition der entsprechenden Zahlen 
hinaus. 

$S 6. Die Differenz zweier Schnitte. 

Sind 
ta 0 Tb De 

zwei beliebige Schnitte (erster oder dritter Art), so betrachten wir die 
Menge B” derjenigen Zahlen, die sich in der Form b,— a’ darstellen 
lassen. Diese Menge hat folgende Eigenschaften: 

1. Sie enthält keine kleinste Zahl, weil unter den Zahlen 5, sich 
keine kleinste findet. 

2. Nicht jede Zahl gehört ihr an. Denn die Zahl a, — b/ ist z. B. 
nicht in der Form b,—.a’ darstellbar, weil ja a,<b; und b,>aH/ ist. 

8. Ist c eine Zahl der Menge, so gehört auch jede Erle zur 
Menge. Denn wenn c=b,—.a) ist, so hat jede Zahl c,, die >c ist, 
die Form d — a’, wo d>b, Aber eine Zahl, die >b, ist, muß selbst 
zur Oberklasse in 0 gehören, so daß d gleich einem 5, sein muß; 
daher ist ce, =b,— a‘. 

Nach dem Kriterium auf Seite 6 ist somit B” die Oberklasse eines 
eindeutig bestimmten Schnittes «”, der wegen 1. von der ersten oder 
dritten Art ist. Von diesem Schnitt «” sagt man, er entsteht aus « 
und @ durch Subtraktion, und man nennt ihn die Differenz von 
a und «@; in Zeichen: 

a le a. 
Statt ER schreibt man auch — «. 
Aus dieser Definition fließt unmittelbar das Gesetz: 
X. Sind «, «' Schnitte, so ist auch «— «’ ein (durch « und « 


eindeutig bestimmter) Schnitt. Statt EZ «' schreibt man auch 
einfacher — «‘. 
Außerdem gilt aber noch das folgende Gesetz: 
xl. « + (a —a)= a. 
Zum Beweis genügt es zu zeigen, daß die Oberklassen der Schnitte 
@ + (a —«’) und « miteinander identisch sind; d. h. daß die Zahlen 
der Form b,+ (b,—a/) sich decken mit den Zahlen b,. Nun ist die 
Zahl b, + (b, — a’) größer als b,, also in der Tat gleich einem b,. Um- 
gekehrt kann man zu jedem b,, da die Oberklasse eines Schnittes keine 
kleinste Zahl enthält, ein kleineres b, finden, so daß also b,— b, positiv 
ist; nach Hilfssatz 1 gibt es dann in der Ober- bzw. Unterklasse von 
a eine Zahl b, bzw. a; derart, daß 
b,— a =b,—b, 
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ist. Also auch 
b,=b,+(b,—a;). W.z.b. w. 


Sind a, a’ zwei Zahlen, so besteht die Oberklasse des Schnittes q 


A 
aus allen Zahlen, die >«4 sind; die Unterklasse des Schnittes « aus 
allen Zahlen, die <a’ sind. Daher besteht die Oberklasse des Schnittes 


ER aus allen Zahlen der Form 
| (a + positive Zalıl) — « 
und der Form 
(a + positive Zahl) — (« — positive Zahl); 
das ergibt aber genau alle Zahlen, die größer sind als «— «a. Die 
Unterklasse enthält dann die Zahl @— «a selbst und alle kleineren. 


Somit ist der Schnitt RN von der ersten Art, und die ihm ent- 
sprechende Zahl ist a— «a. Die Subtraktion von Schnitten 
erster Art läuft also auf die Subtraktion der entsprechen- 
den Zahlen hinaus. 


$ 7. Das Produkt zweier Schnitte. 
Seien 
Be Too] Dr, Da a ee (Q,.. 2 b, De, 6) 

zwei positive Schnitte (erster oder dritter Art), so daß unter den 
Zahlen a,, a,, ..., ebenso unter den Zahlen a;, «a;,.... gewisse positive 

- vorkommen; sei etwa 

Bl eel. 

Die Zahlen b, und b/ sind sämtlich positiv. Dann betrachten wir die 

Menge B” derjenigen Zahlen, die sich in der Form b;b; darstellen 

lassen. Diese Menge hat folgende Eigenschaften: 


1. Sie enthält keine kleinste Zahl, weil unter den Zahlen b, und b/ 
sich keine kleinste findet. 


2. Nicht jede positive Zahl gehört ihr an. Denn die Zahl a,«/ 
ist z. B. nicht in der Form b,b; darstellbar, weil ja 0<a,<b, und 
0<.a,<b;, also gewiß a, a,<b,b; ist. | 

3. Ist c eine Zahl der Menge, so gehört auch jede größere zur 
Menge. Denn wenn c=b,b;, so hat jede Zahl c,, die >c ist, die 
Form c,=b,d, wo d>b;. Aber eine Zahl, die >b; ist, muß selbst 

zur Oberklasse von «’ gehören, so daß d gleich einem b, sein muß; 
daher ist c, = b;b). 
Nach dem Kriterium auf Seite 6 ist somit B” die Oberklasse eines 
- Schnittes «@”, der wegen 1. von der ersten oder dritten Art und wegen 
2. positiv ist. Von diesem Schnitt «” sagen wir, er entsteht aus « und 


a . 
“ 

. 
A 
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« durch Multiplikation, und wir nennen ihn das Produkt von 
«a und «, in Zeichen: | 
= A EN 
Das Produkt zweier Schnitte, die nicht beide positiv sind, definieren 
wir dagegen durch die Formeln: 


(1) a: Gere (a0) | 

(2) (— a): = — (aa) } für En ED. 
(3) (a) (—e)=ad |) 

4 Do 

= "76 } für beliebige = 

(5) a«0=0) 


Hiernach gilt jedenfalls das Gesetz: 

XII. Sind a, a’ Schnitte, so ist auch aa ein (durch a und a’ 
eindeutig bestimmter) Schnitt. Statt ««’ schreibt man auch 
aa oder axd. 

Außerdem gelten aber noch die folgenden Gesetze: 


XI. ad=a a (Kommutativgesetz). 
XIV. ea: )= (ade. (Assoziativgesetz). 
XV. (a + a)a”=aca” + «a (Distributivgesetz). 
N 
AN: Ko: 
N N 
XVII. (=. 
A 
XVII. Wenn a<e«, und @’>0, so ist auch aa” <a a” (Mono- 
toniegesetz). 


Die Gesetze XIlI und XIV folgen für positive Schnitte unmittel- 
bar aus der Definition des Produktes, da ja für Zahlen die entsprechen- 
den Formeln gelten. Daß sie aber auch richtig bleiben, falls nicht alle 
Schnitte positiv sind, fließt dann ohne Schwierigkeit aus den Defini- 
tionsformeln (1) bis (5). 

Den Beweis von XV führen wir zunächst für positive a « d”. 
Sei dann j 

= (Ay, %, DO Das E 
e=(Mm, BRD 
El OHR AU 
Nach den Definitionen von Summe und Produkt besteht nun die Ober- 
klasse des Schnittes («+ «’)«”’ aus allen Zahlen der Form 


die Oberklasse des Schnittes ««”’ + « «” aber aus allen Zahlen der Form 
(B) b,b,. -+.b2b,, 


und wir haben nur zu zeigen, daß das genau die gleichen Zahlen sind. 
Nun hat aber jede Zahl der Form (A) eo ipso auch die Form (DB), da ja 
(b, + b})b, = b,b/; + bi bi 


"re 
’ E ‚ 
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ist. Daß umgekehrt jede Zahl der Form (B) auch in die Form (A) 
gesetzt werden kann, erkennt man folgendermaßen. Sei b,b, + b,b/ 
die betreffende Zahl. Ist dann b/=b/, so hat sie bereits die Form (A). 


! „ 


Wenn b/<b/, so ist a >b/. Aber jede Zahl, die >b,, ist selbst 


gleich einem b;; also ist gr —b;, und somit 
q ın 
b,b, + b,b/=b,b, + bb, = (b,+ bu) by. 
wodurch die Form (4) hergestellt ist. Wenn endlich b/>b/, so ist 
Bo, Aber jede Zahl, die >b 


P 
ist Bd —b,, und somit 
b, 0% + BB! = bu bi + B, 07 = (bu + 6)) D, 
wodurch auch diesmal die Form (A) hergestellt ist. 

Damit haben wir das Gesetz XV vollständig bewiesen für den Fall, 
daß die Schnitte «, «’, «’’ alle drei positiv sind. Daß es auch in allen 
anderen Fällen gilt, folgt dann ohne Schwierigkeit aus den Definitions- 
formeln (1) bis (5) und den bereits bewiesenen Gesetzen. Wir wollen 
das beispielsweise an dem Fall erläutern, daß «’ negativ, aber a, «” 
positiv sind, um dann die übrigen Fälle dem Leser zu überlassen. 
Schreiben wir demgemäß — «’ statt «’, so handelt es sich um die Formel 

| le + (— e)|e"= aa’ +(—e) a”, 
oder, was wegen (2) und mit Rücksicht auf die Gesetze der Subtraktion!) 
dasselbe ist: 


ist selbst gleich einem b,„; also 


(.— a)" =aa — ad”. 


| N 

Diese Formel ist aber für «= « wegen (4) gewiß richtig, da ae — a=V0. 

Für @>.« ist nach XI und dem bereits bewiesenen Teil des Gesetzes XV 
ed = | + — ed)" =" + la — a)”; 


also wenn man beiderseits « «” subtrahiert: 
[74 Es [24 ! [24 
aa — ua = (a—a) a”. 


I) Unter den in $ 6 angegebenen Gesetzen der Subtraktion findet sich 
allerdings die hier zweimal benutzte Formel 
a + (— e)=a«—e' 
nicht, Sie ist aber eine rein logische Folge aus den Gesetzen der Addition 
und Subtraktion, deren ausführlichen Beweis wir dem Leser zur Übung empfehlen ; 
ebenso ist es mit den gleich danach zu benutzenden Formeln 


(eo) — e'=«, 
Nr 
a—a=(, 
— (e! — a)=a— d«, 


Überhaupt gelten für Schnitte genau die gleichen Formeln wie für Zahlen 
{vgl. $ 10). 


Perron, Irrationalzahlen, 9 
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Für «<a endlich folgt entsprechend 

( — e)a”=ad a" — ac”. 
Also auch 

— (d—eo)d’)= — (dad — ac). 

Hier ist aber die linke Seite nach (2) gleich 

[—(a’ - a)]a" = (a — «')«”, 
und die rechte Seite gleich ««”— «'«”, so daß wieder folgt: 

(a — a)" =ad - Wa”, 
womit nun alles erledigt ist. 

Wir wenden uns jetzt zum Beweis von XVIJ. Sei zunächst « positiv. 

Die Zahlen der Oberklasse von « seien wieder b,, Db3, ...; sie sind 


N 
sämtlich positiv. Da die Oberklasse des Schnittes / aus allen Zahlen 
besteht, die größer als 7 sind, so besteht die Oberklasse des Schnittes 


a aus allen Zahlen der Form 
(21+- positive Zahl) x b,. 
Jede Zahl dieser Form ist aber von selbst gleich einem b,. Betrachten 
wir umgekehrt eine beliebige Zahl b, aus der Oberklasse von «, so 
gibt es in dieser Klasse gewiß noch eine kleinere Zahl b,, und folg- 
lich ist | 
b,=(1+- positive Zahl)x b,, 

womit der Fall eines positiven « erledigt ist. 

Wenn « negativ, so setzen wir a@=—ß. Nach dem Bewiesenen 
ist dann 1-#=ß; also 

Tote Be (dB Be 

Endlich für = 0 ist das-Gesetz XVI nach der Definitionsformel (5) 
ohne weiteres richtig. 

Das Gesetz XVII bedarf nach der Definitionsformel (4) keines Be- 
weises. Wir wenden uns daher zum Beweis von XVII. Aus a<« 
folgt nach den Gesetzen der Addition und Subtraktion: 


een ) 
Also, da das Produkt von positiven Schnitten definitionsgemäß wieder 
positiv ist, A A 
o<[ +0 — a)|e”. 
Nach den Additionsgesetzen schließt man hieraus: 

aa" <a + 0 a)e’ + ad”. 
Hier erweist sich aber die rechte Seite nach XV, sowie den Gesetzen 
der Addition und Subtraktion gleich 


, A \ 7, ’ A „ ’ A „ ee}: 
(+ (0—a)]+a) "= (+0 — )+a) "= +0)" = dd”, 
so daß die letzte Ungleichung übergeht in: aa’<a’a”. W.z.b. w. 
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Sind a, « zwei positive Zahlen, so bestehen die Oberklassen der 
r A A 
Schnitte « bzw. @’ aus allen Zahlen, die größer als a bzw. a’ sind. 


AN 
Daher besteht die Oberklasse des Schnittes a«@ aus allen Zahlen der Form 
(a + positive Zahl) x (# + positive Zahl); 
das sind aber genau alle Zahlen, die größer sind als «a. Demnach 


ist der Schnitt a0 von der ersten Art, und die ihm entsprechende 
Zahl ist «a. Das gleiche gilt aber auch, wenn a, « nicht beide 
positiv sind. Ist z. B., um nur einen Fall zu behandeln, «a positiv, « 
negativ, so sei @—=0-—-b. Dann ist, da die Subtraktion von Schnitten 


erster Art auf die Subtraktion der entsprechenden Zahlen hinausläuft, 
Ne \ 
@=0—b. Daher 

AREA AEHEN 


RR NN MN HN N 
aa=a(l —b)= (I -bJa=0-a—ba=0—ab 


ÄN 
Da aber der Schnitt « b, weil a« und b positiv sind, nach dem Be- 
wiesenen von der ersten Art ist und der Zahl ab entspricht, so ist 


auch der Schnitt 1ER 4; von der ersten Art und entspricht der Zahl 
| D— ab=a(—b)=ad. 

Zusammenfassend ergibt sich also: Die Multiplikation von Schnitten 
. erster Art läuft auf die Multiplikation der entsprechenden 
Zahlen hinaus. 


$S 8. Der Quotient zweier Schnitte. 


Seien wieder 
at de erben are 101,0. lin Do, >) 
zwei positive Schnitte (erster oder dritter Art), so daß unter den 
Zahlen a,,@,,..., ebenso unter den Zahlen «/, a;, ... gewisse positive 
vorkommen, und die b,, b; sämtlich positiv sind; insbesondere mag etwa 
@, positiv sein. Dann betrachten wir die Menge B” derjenigen Zahlen, 


die sich in der Form —; mit positivem a darstellen lassen. Diese 
a; 


J 
Menge hat folgende Eigenschaften: 
1. Sie enthält keine kleinste Zahl, weil unter den Zahlen b, sich 
keine kleinste findet. 
2. Nicht jede positive Zahl gehört ihr an. Denn die positive Zahl 
7 1 ist z. B. nicht in der Form = darstellbar, weil ja a, <b;undb, > a; ist. 
| 3. Ist ce eine Zahl der Menge, so gehört auch jede größere zur 


so hat jede Zahl c,, die 
O%* 


5 b; 
Menge. Denn wenn c= > mit positivem a’ 
’ ’; 


° 


’) 
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>c ist, die Form =, wo d>b,. Aber eine Zahl, die >b, ist, 


muß selbst zur Oberklasse von a gehören, so daß d gleich einem b. 


sein muß; daher ist = 
J 
Nach dem Kriterium auf Seite 6 ist somit B” die Oberklasse eines 
Schnittes a’, der wegen 1. von der ersten oder dritten Art und wegen 
2. positiv ist. Von diesem Schnitt a” sagen wir, er entsteht aus « 
und a durch Division, und wir nennen ihn den Quotienten von 
a und a, in Zeichen: 


„ 


Q ’ 
a —g:0. 
a 


Den Quotienten zweier Schnitte, die nicht beide positiv sind, definieren 
wir dagegen durch die Formeln 


- 1 
1 FE EEE 
&) nn 
A A A 5 Ä 
(2) ns 02 UN; 
— a 
3 ED aIn vor 
) =4-5 | 
0 A .. ’ N 
(4) SH BOTSE EN). 


Hiernach gilt jedenfalls das Gesetz 
N 
XIX. Sind «a, a Schnitte, und « = 0, so ist auch . ein (durch 


a und a’ eindeutig bestimmter) Schnitt. Statt “ schreibt 
a 


man auch a:d«. 


Dagegen verzichten wir ausdrücklich auf eine Defi- 


PER a Aue 
nition und Benutzung des Zeichens —, wenn «@ = ist. 
107 


N 
Durch den Schnitt 0 läßt sich nicht dividieren, gleich 
wie im Bereich der Zahlen ja auch die Division durch 
die Zahl O nicht gestattet ist. 


Nun beweisen wir noch das Gesetz 
xXX. a BEIM a. 
nn 3 
Zunächst seien «a, « wieder positiv. Dann bestehen die Zahlen der 


Oberklasse des Schnittes a’. aus allen Zahlen der Form Be wo 
) 


‚ 
FR 
FREIERERER k 
u En AU Ey 


’ ZR 


$ 8. Der Quotient zweier Schnitte. 21 


a‘, positiv, und wir haben nur zu zeigen, daß diese sich decken mit 
IE 
den Zahlen b.. Nun ist b,>a;; daher wird die Zahl bir größer 
J 
als b, und somit in der Tat gleich einem 5b, sein. Umgekehrt kann 


j b, 
man zu jedem b, ein kleineres b, finden, so daß >1 ist; und nach 


- Hilfssatz 2 gibt es dann in der Ober- bzw. Unterklasse von a eine 


Zahl b, bzw. a;, die beide positiv sind und so beschaffen, dab 


b,_b, 
a) b; 
ist. Mithin wird 
eh IE W.z. b. w. 
a 


Die übrigen Fälle erledigen sich nun leicht mit Benutzung der 
Definitionsformeln (1) bis (4) und des soeben bewiesenen Falles, sowie 
der Formeln (1) bis (5) des vorigen Paragraphen. Hiernach ist in der 
Tat für positive ß, P': 


P' 
ag A a NET Zeil 
—B) r N 2 "r ß, 
Ge lan ner: 
Endlich ist noch A 


0 EN 
en A 
a a 
womit das Gesetz XX in allen Fällen bewiesen ist. 
Sind a, a’ positive Zahlen, so besteht die Oberklasse des Schnittes 


A A 
a aus allen Zahlen, die >«a sind, und die Unterklasse des Schnittes « 
aus allen Zahlen, die <a sind. Daher besteht die Oberklasse des 


MEN 
Quotienten a: a’ aus allen Zahlen der Form e:c', woc>aundO<c<« 
ist; das sind aber genau alle Zahlen, die größer als a:a’ sind. Dem- 


BEEN 
nach ist auch der Schnitt @:« von der ersten Art, und seine ent- 
sprechende Zahl ist «:a’. Das gleiche gilt aber auch, wenn die Zahlen 
«, @ nicht beide positiv sind. Denn wenn beispielsweise « positiv, 


aber a = —b’ negativ, so ist 
RER SEN A, AA, 
a:d=a:(—b)=—(a:b); 


AA 
nach dem Bewiesenen ist aber der Schnitt a:b’ von der ersten Art 
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und entspricht der Zahl «:b’; daher ist auch der Schnitt a) von 
der ersten Art und entspricht der Zahl 

— (a:b)=a:(—b)=a:a”. 
Ebenso einfach erledigen sich die anderen Vorzeichenkombinationen, 
so daß wir zusammenfassend sagen können: Die Division von 
Schnitten erster Art läuft auf die Division der entsprechen- 
den Zahlen hinaus. 


S9. Der‘ Archimedische Satz. 


Unter dem Archimedischen Satz für Schnitte verstehen wir das 
Gesetz 


XXI. Ist a ein Schnitt, so gibt es positive ganze Zahlen n, 
A 
die so beschaffen sind, daß ihr entsprechender Schnitt n 


der Ungleichung > a genügt. 

Zum Beweis dieses Satzes sei b eine Zahl der Oberklasse des 
Schnittes a. Nach dem Archimedischen Satz für Zahlen (Seite 2) gibt 
es positive ganze Zahlen n, für welche n>b ist; diese gehören dann 
erst recht der Oberklasse des Schnittes « an, und nach Satz 1 ist 


daher nn 

Im Anschluß hieran beweisen wir noch den 

Satz 4. Ist a ein beliebiger Schnitt, so gibt es a 
und nur eine ganze Zahl n, deren entsprechender Schnitt & 
den Ungleichungen A 

Neuem 

genügt; n heißt die größte im Schnitt a enthaltene ganze 
Zahl. 


Zunächst ist klar, daß höchstens eine solche Zahl existieren 
kann. Denn gäbe es mehrere m und n,, wobei n,<n,, So wäre 


NEE 
2n,-+1<n,, also auch n, + 1< 2 daher 


am +1<m<a, 

somit a<a, was nicht sein kann. 
Daß nun wirklich eine Zahl » der behaupteten Art existiert, er- 
kennt man folgendermaßen. Nach XXI gibt es eine ganze Zahl p 


N 
derart, daß p>a« ist; ebenso gibt $ auch eine ganze Zahl g derart, 
A 
daß 9> — a ist. Dann ist a —1<a, also 


In 
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Daher ist auch —g<p. Die aufeinander folgenden ganzen Zahlen 
ad: Kal. en as N EB ee 

haben also zum Teil, aber nicht alle die Eigenschaft, daß ihr ent- 
sprechender Schnitt größer als a ist. Unter denen mit dieser Eigen- 
schaft muß daher notwendig eine kleinste sein. Nennt man diese n + 1, 
so wird Re ER 
n<a<n-+L1l 
Damit ist Satz 4 bewiesen. | 


s 10. Die irrationalen Zahlen. — Absoluter Betrag. 


Die Gesetze I bis XXI, die wir,für die Arithmetik der Schnitte 
aufgestellt haben, stimmen in der Form vollständig überein mit den in 
$ 1 angegebenen und mit den gleichen Nummern versehenen Gesetzen 
für die Arithmetik der rationalen Zahlen. Daher sind auch die Fol- 
gerungen hier die gleichen wie dort, und da das Rechnen mit Zahlen 
lediglich auf diesen (Gesetzen beruht, so folgt, daß man mit Schnitten 
- genau so rechnen darf, wie man es mit Zahlen gewohnt ist. In An- 
lehnung an $ 1 sei nur einiges hervorgehoben. 

Eine Summe oder ein Produkt von beliebig vielen Schnitten, wo- 
für wir auch hier Summanden bzw. Faktoren sagen wollen, ist unab- 
hängig von der Reihenfolge und von der Stellung der Ordnungsklammern, 
die sich deshalb unterdrücken lassen. — Gleichsinnige Ungleichungen 

darf man zueinander addieren und, wenn alles positiv ist, auch mit- 

einander multiplizieren. — Für die Subtraktion von Schnitten gilt der 
Eindeutigkeitssatz: Die Gleichung $-+ £=a hat die Lösung S=a—$, 
aber keine weitere Lösung. Daraus ergeben sich dann die Formeln 


A 
dA 


a Bra ea and Pam a 
usw, All das ist wörtlich ebenso zu beweisen wie in $ 1, nur statt 
„Zahl“ muß es re „Schnitt“ heißen. — Ebenso hat die -@leichung 


P&e=a, wenn + N ist, die Lösung { Bar aber keine weitere Lösung. 


Wichtig ist vor allem der 
Satz 5. Ein Produkt (von zwei oder mehr Schnitten) 
verschwindet dann und nur dann, wenn wenigstens einer 
der Faktoren verschwindet. 
Das Beweismuster dafür findet sich ebenfalls in $ 1. 
: Ein außerordentlich viel benutztes Theorem ist ferner 
4 Satz 6. Bedeutet n(=2) eine ganze Zahl, so besteht 
die Gleichung 
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RR 
wenn links die Anzahl der Summanden gleich » ist. 
Der Satz läßt sich leicht direkt auf Grund der Summen- und Pro- 
duktdefinition von Schnitten beweisen. Doch wollen wir ihn lieber als 


N 
logische Folgerung unserer Gesetze herleiten. Nach XVlist 7-a=a; also 


Re A EA A 
ata=1l-a+l-a=(1+1)-a=2.a. 
Der Satz ist daher richtig für n=2. Nimmt man aber an, er gelte 
für einen gewissen Wert n=n,, So folgt: 
a+ta+...ta=a-+ta+..ta+ En 
ie ea 
Da nun Mn: +1 der der Zahl rn, + 1 entsprechende Schnitt ist, so be- 
sagt dies, daß der Satz auch für den Wert n=n,+ 1 und folglich 
allgemein gilt. 

Die gesamte Arithmetik der Schnitte ist aber nicht nur mit der 
Arithmetik der rationalen Zahlen in formaler Übereinstimmung, sondern 
sie enthält die letztgenannte Arithmetik oder, genauer gesagt, ein um- 
kehrbar eindeutiges Abbild derselben als Teil in sich. Denn 
jede Beziehung (Gleichung oder Ungleichung) zwischen rationalen Zahlen, 
wobei nur die Operationen der Addition, Subtraktion, Multiplikation, 
Division auftreten, bleibt richtig, wenn wir darin die rationalen Zahlen 
durch ihre entsprechenden Schnitte erster Art ersetzen, und ebenso 
umgekehrt. In der Tat haben wir das ja für jede der vier genannten 
Operationen ausdrücklich am Ende der jeweiligen Paragraphen und für 
die Größenordnung in der Mitte von $ 4 festgestellt. Die Arithmetik 
der Schnitte erster Art ist also ein umkehrbar eindeutiges Abbild der 
Arithmetik der rationalen Zahlen. 

Einem Ding einen Namen zu geben, den bereits ein anderes Ding 
hat, ist im allgemeinen unzweckmäßig, weil man dann die beiden Dinge 
miteinander verwechseln wird. Trotzdem wollen wir jetzt den Schnitten 
erster Art den bereits anderweitig vergebenen Namen „Zahlen“, und 
zwar „rationale Zahlen‘ beilegen. Denn durch eine Verwechslung mit 
den wirklichen rationalen Zahlen kann nach Obigem niemals ein Fehler 
entstehen, so daß gegen diese Namengebung ein begründeter Einwand 
nicht erhoben werden kann. 

Ebenso dürfen wir die Schnitte zweiter Art als rationale Zahlen 
ansprechen und brauchen überhaupt die Schnitte zweiter Art jetzt nicht 
mehr von der Betrachtung auszuschließen. Nur wenn es sich um die 
Größenvergleichung oder Ausführung von Rechenoperationen handelt, 
ist ein Schnitt zweiter Art, damit die Definitionen der $$ 4—8 unver- 


| 
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ändert anwendbar bleiben, durch den ihm entsprechenden Schnitt erster 
Art zu ersetzen. Das geschieht einfach dadurch, daß man die kleinste 
Zahl der Oberklasse aus dieser wegnimmt und in die Unterklasse verweist. 

Alsdann ist es aber nur natürlich, daß wir auch die Schnitte dritter 
Art mit dem Namen „Zahl“ belegen, und zwar wollen wir diese als 
„irrationale Zahlen“ bezeichnen. Wir gelangen so zu einer Erweiterung 
des Zahlbegriffs und speziell zu folgender Definition: 

Ein Schnitt dritter Art heißt irrationale Zahl. 

Wir hätten diese Definition ebensogut schon in $ 3 geben können, 
haben es aber vorgezogen zu warten, bis wir durch die Erkenntnis, 
daß für den erweiterten Zahlenbereich die gleichen Rechengesetze gelten 
wie für den Bereich der rationalen Zahlen, die innere Berechtigung 
dazu erlangt haben. Von jetzt an gebrauchen wir das Wort 
„Zahl“ durchwegindererweiterten Bedeutung: rationale 
oder irrationale Zahl. Man sagt auch spezieller reelle Zahl, 
zur Unterscheidung von den uns in diesem Buche nicht interessieren- 
den imaginären Zahlen. 

Die Schnitte als Zahlen anzusprechen, ist aber nicht nur nicht 
schädlich, sondern sogar eminent nützlich, weil wir durch die Beseiti- 
gung des Dualismus von Zahl und Schnitt einen als überflüssig er- 
kannten Ballast wirklich über Bord werfen. Vieles läßt sich dadurch 
bequemer und einheitlicher formulieren. So hat es vor allem keinen 


Zweck möhr, die Zeichen d. 1. IE beizubehalten; wir dürfen 
dafür einfacher 0, 1, n schreiben. Ebensowenig brauchen wir auf die 
strenge Unterscheidung der lateinischen und griechischen Buchstaben 
zu achten, vielmehr werden wir von jetzt an die Buchstaben beider 
Alphabete unterschiedslos gebrauchen, indem wir mit beiden Schnitte 
oder, was ja jetzt dasselbe ist, Zahlen bezeichnen. Die Sätze 3, 4, 6 
nehmen jetzt die folgende einfachere Gestalt an: 


Satz 3a. Zwischen je zwei Zahlen liegen noch unendlich 
viele rationale Zahlen. 


Satz 4a. Zu jeder Zahl a gibt es eine und nur eine 
ganze Zahl n, die den Ungleichungen n<a<n+1l genügt 
Man nennt sie die größte in a enthaltene ganze Zahl. 


Satz 6a. Die Summe a--@a—+...+a mit n gleichen 
ummanden ist gleich dem Produkt na!). 


1) Es ist gut, sich der Anwendung dieses Satzes wirklich bewußt zu 
werden, was vielleicht nicht immer geschieht. Das Distributivgesetz der Mul- 
tiplikation, sowie die Kommutativ- und Assoziativgesetze der Addition und 
Multiplikation liefern z. B. zunächst nur: 


+M=atapßtap-+ PP. 


» 
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Wir haben bis jetzt lediglich durch die Angabe eines einzigen 


Beispiels gezeigt, daß es Schnitte dritter Art, also irrationale Zahlen 


wirklich gibt ($ 3). Man sieht aber leicht, daß es deren unendlich 
viele gibt. Denn wenn «a eine irrationale Zahl, so ist auch a+Pß 
irrational, wenn £ eine beliebige rationale Zahl bezeichnet; ebenso ay, 
wenn y eine von Null verschiedene rationale Zahl ist. In der Tat, 
wäre a ß oder ay rational, so müßte auch « wegen 


RT 
a=(a+ 9) —p= = 
als Differenz bzw. Quotient von rationalen Zahlen selbst rational sein, 


gegen die Voraussetzung. 

Als Gegenstück zu Satz 3a ergibt sich hieraus noch 

Satz 7. Zwischen je zwei Zahlen liegen noch unend- 
lich viele irrationale Zahlen. . 

In der Tat, sind a, # die gegebenen Zahlen, und etwa a<ß, so 
sei y eine irrationale Zahl. Dann ist auch —y<ß-—-y, und nach 
Satz 3a gibt es unendlich viele rationale Zahlen r, für welche 

a re 
ist. Daraus folgt aber 
ne be N] 
und hier ist y-+ r irrational. 

Unter dem absoluten Betrag einer Zahl a, in Zeichen |a , ver- 
steht man, wenn a > 0 ist, die Zahl a selbst, andernfalls die Zahl — a, 
Daher ist der absolute -Betrag der Zahl 0 selbst O0; aber von jeder 
‘ andern Zahl ist der absolute Betrag positiv. Für den absoluten Betrag 
ergeben sich ohne weiteres die folgenden Rechenregeln: | 


a<jal, 
—al=ja|, 
a:ßi=la|-|fl, 

= (+9, 

ae 


atplslei+|ß|, 

atPplzlel—iRl: 
Nach der dritten Regel ist der absolute Betrag eines Produktes 
von zwei Faktoren gleich dem Produkt der absoluten Beträge der 
Faktoren. Durch vollständige Induktion erkennt man, daß das ent- 


sprechend auch für ein Produkt von beliebig vielen Faktoren gilt. — 


Schreibt man statt dessen wie gewohnt @+2«8-+°, so hat man die Summe 
«8 «aß ersetzt durch das Produkt 2.«ß, und das ist eben die Anwendung 
des obigen Satzes. 


u 
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Nach der vorletzten Regel ist der absolute Betrag einer Summe von 
zwei Summanden höchstens gleich der Summe der absoluten Beträge 
dieser Summanden. Auch das gilt, wie man wieder durch vollständige 
Induktion einsieht, entsprechend für eine Summe von beliebig vielen 
Summanden. 


$ 11. Die Zahlenlinie. — Streckenmessung. 

Die reellen Zahlen lassen sich umkehrbar eindeutig den Punkten 
einer geraden Linie zuordnen, die wir stets von links nach rechts er- 
streckt denken: Zahlenlinie. Um das einzusehen, ordnen wir zu- 
nächst die beiden Zahlen 0 und 7 zwei beliebigen Punkten A, und A, 
auf der Geraden zu; dabei soll A, rechts von A, liegen. Sind dann 
m, n zwei positive ganze Zahlen, so teilen wir die Strecke A, 4, in 
n kongruente Teile und reihen m derartige Teile von A, aus naclı 
rechts hin aneinander; der Endpunkt, den wir so erreichen, heiße P. 
Wenn wir statt »n, n gleiche Vielfache dieser Zahlen nehmen, so ge- 
langen wir, wie leicht zu sehen, zum gleichen Endpunkt P, so daß 
dieser nicht eigentlich von m und », sondern nur von dem Quotienten 


— abhängt. Deshalb wollen wir die rationale Zahl — ebendiesem 


Punkt P zuordnen; ist speziell - gleich 7, so kommen wir dabei auf 


den Punkt A,, so daß wir mit der früheren Zuordnung der Zahl 1 in 
Übereinstimmung bleiben. Trägt man eine mit A, P kongruente Strecke 


von 4, aus nach links ab, so soll dem linken Endpunkt die Zahl _. 


zugeordnet werden. 

Damit ist bereits jede rationale Zahl einem und nur einem Punkt 
der Geraden zugeordnet; wir wollen diese Punkte auch als rationale 
Punkte bezeichnen. Die Zuordnung hat offensichtlich folgende Eigen- 
schaft, wobei Punkt und zugeordnete Zahl durch den gleichen Buch- 
staben bezeichnet sind: Wenn die rationale Zahl a kleiner ist 
als die rationale Zahl b, so liegt der Punkt a links vom 
Punkt b, und umgekehrt. 

Außerdem gilt der Satz, daß es zwischen zwei beliebigen 
Punkten P, @ gewiß rationale Punkte gibt. Wenn man nämlich 


genügend viele zu P@ kongruente Strecken von A, aus nach rechts 
hin aneinanderreiht, so kommt man nach dem Archimedischen 


Axiom schließlich über A, hinaus. Sind dazu etwa n kongruente 
Strecken erforderlich, so liegt von den Punkten 
zB. Aare hy ER ER 


4 


IN ERTL R 
wenigstens einer zwischen P und ©. 
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Hieraus folgt weiter, daß rechts und links von jedem Punkt sich 
rationale Punkte finden, weil überhaupt Punkte rechts und links vor- 
handen sind. 

Um nun jedem Punkt P der, Geraden eine Zahl zuzuordnen, 
stellen wir die folgende Überlegung an. Sowohl rechts wie links von 
P gibt es rationale Punkte; demnach zerfällt die Gesamtheit aller 
rationalen Punkte in zwei Klassen: die Punkte der einen liegen links 
von P (Linksklasse), die der anderen rechts von P (Rechtsklasse), wobei 
der Punkt P selbst, falls er rational ist, nach Belieben der einen oder 
anderen Klasse zugezählt werden mag. Alsdann liegt sicher jeder 
Punkt der Linksklasse links von jedem Punkt der Rechtsklasse. Die 
den Punkten der Linksklasse zugeordneten rationalen Zahlen sind also 
sämtlich kleiner als die den Punkten der Rechtsklasse zugeordneten. 
Erstere bilden daher die Unterklasse, letztere die Oberklasse eines 
Schnittes; dieser Schnitt ist eine bestimmte Zahl «, und sie ist es, die 
wir dem Punkt P zuordnen wollen. Ist P speziell ein rationaler Punkt, 
so ist auch « eine rationale Zahl, und zwar diejenige, welche wir schon 
früher dem Punkt P zugeordnet haben. 

Nunmehr ist jedem Punkt der Geraden eine Zahl zugeordnet, und 
zwar je zwei verschiedenen Punkten auch zwei verschiedene Zahlen. 
Denn zwei verschiedene Punkte P, @ können nicht die gleiche Klassen- 
einteilung liefern, weil zwischen ihnen rationale Punkte liegen, die 
dann für den einen zur Links-, für den anderen zur Rechtsklasse ge- 
hören. Daß aber mit unserer Zuordnung alle Zahlen erschöpft sind, 
mit anderen Worten, daß auch umgekehrt jede Zahl durch unser Ver- 
fahren einem Punkt zugeordnet wird, ist damit nicht gesagt und ist 
auch ohne weiteres nicht beweisbar. Wir müssen das oder eine äqui- 
valente Eigenschaft der Geraden als geometrisches Axiom betrachten 
(Stetigkeitsaxiom), also in letzter Linie der Anschauung zu entnehmen 
suchen. Es empfiehlt sich, das Stetigkeitsaxiom in folgender Form 
auszusprechen, die sich der Anschauung ungezwungen darbietet: 

Teilt man eine beliebige Menge von Punkten der Geraden 
irgendwie in zwei Klassen derart, daß jeder Punkt der einen 
Klasse (Linksklasse) links von jedem Punkt der anderen 
Klasse (Rechtsklasse) liegt, so gibt es auf der Geraden 
wenigstens einen Punkt P, der keinen Punkt der Links- 
klasse rechts und keinen Punkt der Rechtsklasse links läßt. 

Wendet man das Axiom speziell auf die Menge der rationalen 
Punkte an, so sieht man, daß es dann auch nur einen solchen Punkt P 
gibt, da ja zwei verschiedene Punkte, wie wir schon zuvor bemerkten, 
auch verschiedene Klasseneinteilungen der rationalen Punkte liefern. 
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Durch das Stetigkeitsaxiom wird nun in der Tat erzwungen, dab 
zu jeder Zahl « ein bestimmter Punkt existiert, dem sie nach unserem 
Verfahren zugeordnet ist. Denn die Zahl «a ist ein Schnitt; alle 
rationalen Zahlen der Unterklasse sind kleiner als die der Oberklasse. 
Daher liegen die den ersteren zugeordneten rationalen Punkte links von 
den den letzteren zugeordneten Punkten. Wir erhalten also auch eine 
. Klasseneinteilung der rationalen Punkte, durch welche nach dem Stetig- 
keitsaxiom und der daran angeschlossenen Bemerkung ein ganz be- 
stimmter Punkt P markiert wird. Suchen wir zu diesem die zugeordnete 
Zahl, so finden wir eben a. 

Wir wollen jetzt Punkt und zugeordnete Zahl mit dem gleichen 
Buchstaben bezeichnen und beweisen zunächst den 

Satz 8 Wenn die Zahl a kleiner als die Zahl $ ist, so 
liegt der Punkt « links vom Punkt $, und umgekehrt. 

Wenn nämlich «@<ß, so gibt es nach Satz 3a eine zwischen « 
und # liegende rationale Zahl r; diese gehört dann zur Oberklasse von 
«e und zur Unterklasse von $. Betrachtet man daher die durch die 
Punkte « und 8 bewirkten Klasseneinteilungen der rationalen Punkte, 
so gehört der Punkt r zur Rechtsklasse des Punktes @ und zur Links- 
klasse des Punktes %, ohne mit « oder ß identisch zu sein. Somit 
liegt der Punkt r rechts vom Punkt « und links vom Punkt $; also 
gewiß der Punkt « links vom Punkt ß. 

Wenn umgekehrt der Punkt a links vom Punkt £ liegt, so können 
die Zahlen a, ß nicht einander gleich sein, weil jede Zahl nur einem 
Punkt zugeordnet ist. Es kann aber auch nicht $ kleiner als «a sein, 
weil sonst nach dem Bewiesenen der Punkt $ links vom Punkt a liegen 
müßte. Also bleibt nur übrig, daß « kleiner als Bist. 

Die Zuordnung von Punkt und Zahl führt zur Strockenmessung, 
deren Aufgabe darin besteht, jeder auf der Zahlenlinie liegenden Strecke 
eine positive Zahl, ihre Maßzahl (Längenmaßzahl) zuzuordnen auf 
Grund der folgenden Forderungen: 

1. Kongruente Strecken haben gleiche Maßzahl. 

2. Zerlegt man eine Strecke in mehrere Teilstrecken, 
so ist die Maßzahl der ganzen Strecke die Summe der 
Maßzahlen der Teilstrecken. 

3. Die Maßzahl der Strecke O1 ist 1. 

Wir werden sehen, daß diese Forderungen sich wirklich erfüllen 
lassen, und daß durch sie die Maßzahl für jede Strecke eindeutig 
festgelegt ist. Seien zunächst a, b zwei rationale Zahlen und etwa 
a<b. Setzen wir demgemäß 
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wo I, m, n ganze Zahlen sind, und zwar n positiv, so ist !<m. Die 
Strecken 
AR EIFEL RT 0 TE 
SL NIE nen nen 
sind einander kongruent, haben also nach Forderung 1 gleiche Maß- 
zahlen, die wir zunächst x nennen. Da die Strecke 0 I aus n dieser 
Strecken, nämlich aus 
OLE EB n—-In 
Pe a a 
zusammengesetzt ist, muß nach den Forderungen 2 und 3 


z+2-+...+32=]1, 


N 


: 1 re 
also nc=1 sein; daher SEEN Die Strecke ld Does se. ist- ebenso aus 


m — 1 der Strecken (1), nämlich aus 
EUER ZN Wear 


son 


a ER N n | nn 
zusammengesetzt. Daher ist ihre Maßzahl gleich 
1 1 I m-—I 
— tn... 2 —=b—a. 
ee Sr + N N 
m— I 


Für @«>b findet man analog als Maßzahl «—b. Zusammenfassend 
ergibt sich als Maßzahl der Strecke «b, wenn die Zahlen a, b rational 
sind, der Wert b—a). 

Das gleiche gilt aber auch, wenn a, b nicht beide rational sind. 
Denn ist etwa a <b, und bezeichnen wir die Maßzahl der Strecke ab 
zunächst mit w, so kann w nicht kleiner als b— a sein, weil man sonst 
folgendermaßen schließen könnte: Es ist b — a— w positiv; also gibt 
es nach Satz 3a zwei rationale Zahlen r, und r,, die den Ungleichungen 

(2) neo ee 
genügen. Daraus folgt einerseits mit Hilfe von Satz 8, daß die Strecke 
"7, ein Teil der Strecke ab ist, also nach Forderung 2 eine kleinere 
Maßzahl hat; d. h. nachdem für Strecken mit rationalen Endpunkten 
die Sache schon bewiesen ist, 


Yy, — Tı SU. 
Andererseits aber folgt aus (2) auch 


was dem Vorigen widerspricht. 


j 
N 
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Ebensowenig kann « größer als b—a sein. Dann wäre näm- 
lich @—(b —a) positiv, und es gäbe zwei rationale Zahlen s, und s,, 
welche den Ungleichungen genügen: 

— (b—a — 

(3) BR, 1. ) ntabahebts- 

Daher wäre einerseits (nach Satz 8) die Strecke «b ein Teil der Strecke 
$}8, also 


(b—a) 


gsi an; 
andererseits aber auch nach (3) 
9 —S< (+ ee = Ge NER _ ) =, 
was dem Vorigen widerspricht. 

Es bleibt also nur die Möglichkeit w=b—a. Für b<a findet 
man ebenso u—=a—b; also zusammenfassend u—= b—a). 

Wenn daher die Maßzahl unseren drei Forderungen genügen soll, 
kann es keine andere sein als b—a für die Strecke ab. Nun ist 
noch zu zeigen, daß diese wirklich den Forderungen genügt. Für die 
Forderungen 2 und 3 ist das evident. Schwieriger ist einzusehen, 
daß auch die Forderung 1 erfüllt ist. Seien ab und cd zwei kongruente 
Strecken und etwa a<b, c<d; dann müssen wir zeigen, dab b— a = 
d— ce ist. | 

Nehmen wir an, es wäre b—-a<<d—c, dann gibt es eine rationale 
Zahl r, die den Ungleichungen 

b—-a<r<d—c 
genügt und daher positiv ist; also ist auch 
b—r<a, c<d-r, 
und es gibt wieder zwei rationale Zahlen r,, r,, für welche die Un- 
gleichungen 


b—r<r, <a, 
e<r, <d—r 
bestehen. Daraus folgt aber: 
I r,<a<b<r,+r, 
e<H<IHtr<L: 
Daher wird die Strecke ab nach Satz 8 von der Strecke r, (r, + r) 
umschlossen ; die Strecke cd dagegen umschließt die Strecke r, (+ r). 


Aber die beiden Vergleichsstrecken r, (r,+r) und r,(r,+r) sind kon- 


gruent. Denn setzt man 
m —, 1 7 = 
N 1 n’ 2 n' 
wobei m, m, M,, n ganze Zahlen sind, und zwar n, also auch m positiv, 
so setzt sich die Strecke r, (r, + r) aus den m miteinander kongruenten 


Teilstrecken 


Br un 2 ı7 gr 
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m, m, +1 m, tim, +2 m, tm— Im, tm 

a BT N Be N n 
zusammen; ebenso die Strecke r,(r,+r) aus den m Teilstrecken 

Mg Mat 1 mM +1m, +2 m, tm-1l1m;+m 

nn RR BE 
welche mit den vorigen kongruent sind. 

Die Strecke ab kann daher nicht der ganzen Strecke cd, sondern 
nur einem Teil kongruent sein, was der Voraussetzung widerspricht. 
Ebenso ist die Annahme d—c<b—.a unstatthaft, und es bleibt also 
nur b-a=d-—c übrig. W.z.b. w. Somit hat sich ergeben: 

Satz 9. Die Maßzahl der Strecke ab auf der Zahlen- 
linie ist |b— a]. 

Insbesondere hat eine vom Punkt 0 ausgehende Strecke, wenn ihr 
Endpunkt a ist, die Maßzahl le). 


Zweites Kapitel. 


Der Begriff der Grenze. 


$ 12. Untere und obere Grenze einer Zahlenmenge. 


In diesem Kapitel benutzen wir unsere Zahlendefinition zum Nach- 
weis der Existenz gewisser Zahlen. Ist M eine endliche oder unend- 
liche Zahlenmenge, d. h. eine irgendwie definierte Gesamtheit von 
endlich oder unendlich vielen Zahlent), so sollen zunächst einige Begriffe 
definiert werden, 

Definition 1. Gibt es eine Zahl a derart, daß für jede 
Zahl x der Menge M die Ungleichung x >a gilt, so heißt M 
nach unten beschränkt. Jede solche Zahl a heißt eine untere 
Schranke von M. | 

Definition 2. Gibt es eine Zahl b derart, daß für jede 
Zahl x der Menge M die Ungleichung x<b gilt, so heißt M 
nach oben beschränkt. Jede solche Zahl b heißt eine obere 
Schranke von M. 

Definition 3. Ist die Menge M sowohl nach unten als 
nach oben beschränkt, so heißt sie schlechthin beschränkt. 

Ist « eine untere Schranke, so ist offenbar auch jede kleinere Zahl 
eine untere Schranke. Ist b eine obere Schranke, so ist auch jede 
größere Zahl eine obere Schranke. 


1) Beispiele von Zahlenmengen sind schon in $ 2 vorgekommen. 
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Beispiel 1. Die Oberklasse eines Schnittes «a ist nach unten 
beschränkt. Denn jede Zahl der Oberklasse ist >a, daher a eine 
untere Schranke. Nach oben dagegen ist die Menge nicht beschränkt. 

Beispiel 2. Die Unterklasse eines Schnittes a ist nach oben 
beschränkt, aber nicht nach unten. 

Beispiel 3. Jede Menge von Zahlen, die alle zwischen 7 und 2 
liegen, ist beschränkt; denn / ist eine untere, 2 eine obere Schranke. 

Beispiel 4. Jede endliche Menge ist beschränkt. 

Es ist nützlich, sich von diesen Begriffen auch eine geometrische 
Vorstellung zu machen, indem man sie auf die Zahlenlinie überträgt. 
Einer Zahlenmenge entspricht dann eine Punktmenge. Eine solche 
heißt „nach unten beschränkt“, wenn es einen Punkt «a gibt, der keinen 
Punkt der Menge links läßt; « heißt eine untere oder auch linke 
Schranke; jeder weiter links als « gelegene Punkt ist dann erst recht 
eine solche Schranke. Ahnlich ist es für die obere oder rechte 
Schranke. „Beschränkt“ schlechthin ist eine Punktmenge, wenn ihre 
Punkte sämtlich einer endlichen Strecke «ab angehören. 

Von größter Wichtigkeit ist nun der 

Satz 10 (Satz von Bolzano). Ist M eine nach unten be- 
schränkte Menge, so gibt es unter allen unteren Schranken 
eine größte. Diese heißt die untere Grenze der Menge M. — 
Ist M eine nach oben beschänkte Menge, so gibt es unter 
allen oberen Schranken eine kleinste Diese heißt die 
obere Grenze der Menge M. 

Es wird genügen, den Satz für die untere Grenze zu beweisen. 
Ist « eine untere Schranke, so ist jede kleinere Zahl ebenfalls eine 
untere Schranke; es gibt also auch rationale untere Schranken (nach 
Satz 2 oder 4a). Ist andererseits x eine Zahl der Menge, so ist jede 
Zahl, die >x, gewiß keine untere Schranke; es gibt also auch rationale 
Zahlen, die nicht untere Schranken sind. Hiernach hat die Menge aller 
rationalen unteren Schranken die folgenden Eigenschaften: 

1. Nicht jede rationale Zahl gehört ihr an. 

2. Ist c eine ihr angehörende Zahl, so gehört ihr auch jede ratio- 
nale Zahl, die <c ist, an. 

Nach dem Kriterium auf Seite 6 ist sie daher die Unterklasse 
eines Schnittes!), d. h. einer Zahl a, und wir wollen jetzt zeigen, daß 
eben « die untere Grenze ist. 


!) Der Schnitt ist erster oder dritter Art, wovon sich der Leser zur Übung 
überzeugen möge. Bei dem analogen Beweis für die obere Grenze erhält man 
einen Schnitt zweiter oder dritter Art, was aber nach den auf Seite 24 unten 
über Schnitte zweiter Art gemachten Ausführungen durchaus nichts schadet. 

Perron, Irrationalzahlen. 3 
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Erstens ist a überhaupt eine untere Schranke. Denn wäre eine 
gewisse Zahl x, der Menge kleiner als a, so gäbe es nach Satz 3a 
zwischen x, und a eine rationale Zahl r, und es wäre 

re, <r<a. 
Wegen <a würde r der Unterklasse von «a angehören, d.h. es wäre r 
eine rationale untere Schranke; daher müßte für jedes « der Menge not- 
wendig 2 >r sein, also insbesondere x, —r, was dem obigen wider- 
spricht. 

Zweitens ist aber a die größte untere Schranke. Denn nehmen 
wir an, es gäbe eine größere ß, so findet sich zwischen a und £ eine 
rationale Zahl r’, und es ist 

a , 
Da ß eine untere Schranke sein soll, so ist die kleinere Zahl r’ erst 
recht eine untere Schranke, gehört also zur Unterklasse von a. An- 
dererseits gehört r’ wegen a<.r’ zur Oberklasse von a; unsere Annahme 
ist also widerspruchsvoll. | 

Bezeichnet man die untere Grenze mit g, so ist diese Zahl ein- 
deutig durch folgende Forderungen bestimmt: 

1. Jede Zahl der Menge ist —g. 

2. Bedeutet e eine (beliebig kleine) positive Zahl, so gibt es in 

der Menge mindestens eine Zahl x, für welche e <y-+ e ist. 


Ebenso ist die obere Grenze @ eindeutig durch folgende Forderungen 
bestimmt: 

1. Jede Zahl der Menge ist <@. 

2. Bedeutet e eine (beliebig kleine) positive Zahl, so gibt es in der 

Menge mindestens eine Zahl x, für welche > @—.e ist. 

Daß diese Aussagen mit der oben im Bolzanoschen Satz gegebenen 
Formulierung äquivalent sind, ist evident. Offenbar ist stets g<@; 
nur wenn die Menge aus einer einzigen Zahl & besteht, ist 9=G=x. 

Wenn eine Menge eine kleinste (größte) ‚Zahl enthält, so ist das 
zugleich die untere (obere) Grenze, die in diesem Fall auch Minimum 
(Maximum) genannt wird. Während aber die untere (obere) Grenze 
bei jeder nach unten (oben) beschränkten Menge existiert, ist eine 
kleinste (größte) durchaus nicht immer vorhanden; d. h. die untere 
(obere) Grenze ist nicht notwendig eine Zahl der Menge. 

Beispiel 1. Die Menge aller Zahlen x, für welche I<x<2 
ist, hat die untere Grenze 1 und die obere Grenze 2. Beide gehören 
der Menge an; die untere Grenze 1 ist ihre kleinste Zahl, ihr Minimum; 
die obere Grenze 2 ist ihre größte Zahl, ihr Maximum. 

Beispiel 2. Die Menge aller Zahlen x, für welche /<xr<2 ist, 
hat ebenfalls die untere Grenze 7 und die obere Grenze 2. Aber nur 


z 
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die untere gehört selbst der Menge an, die obere nicht; die Menge 
enthält also eine kleinste Zahl, nämlich 7, aber keine größte Zahl. 


Beispiel3. Ist a ein beliebiger Schnitt, also eine Zahl, so ist 
a die untere Grenze der Oberklasse und zugleich die obere Grenze der 
Unterklasse. Ob a einer der beiden Klassen angehört oder nicht, hängt 
davon ab, ob der Schnitt erster, zweiter oder dritter ‚Art ist. 


Wir bemerken hier, daß der Bolzanosche Satz unmöglich be- 
wiesen werden kann ohne eine Theorie der Irrationalzahlen. Denn im 
Bereich der rationalen Zahlen allein ist der Satz falsch, weil eine nach 
unten beschränkte Menge von rationalen Zahlen durchaus nicht immer 
eine rationale untere Grenze hat. Ist z. B. a eine irrationale Zahl, also 
ein Schnitt dritter Art, so ist die Oberklasse dieses Schnittes eine nach 
unten beschränkte Menge rationaler Zahlen ohne rationale untere Grenze; 
denn die untere Grenze ist ja die irrationale Zahl «a. 


Wie wir im ersten Kapitel mit den rationalen Zahlen Schnitte ge- 


bildet haben, so können wir auch mit den reellen Zahlen Schnitte 


bilden, indem wir uns die Gesamtheit der reellen Zahlen in eine Unter- 
und eine Oberklasse geteilt denken derart, daß jede Zahl der Unterklasse 
kleiner ist als jede Zahl der Oberklasse. Dann werden wir zunächst 


vermuten, daß wir auf diesem Weg zu einer nochmaligen Erweiterung 


des Zahlbegriffs gelangen. Tatsächlich ist das aber nicht der Fall. Denn 
die Schnitte erster und zweiter Art führen ja zu keinen neuen Zahlen; 
nur die Schnitte dritter Art, bei denen also die Unterklasse keine größte 
und die Oberklasse keine kleinste Zahl enthält, würden das tun. Aber 


man überzeugt sich leicht, daß es Schnitte dritter Art jetzt überhaupt nicht 


gibt. Denn die Unterklasse ist nach oben beschränkt, da ihre Zahlen 
kleiner sind als jede Zahl der Oberklasse; die Unterklasse hat also eine 
obere Grenze a. Diese gehört entweder zur Unterklasse und ist dann 


_ deren größte, oder sie gehört zur Oberklasse und ist dann deren kleinste. 


Wegen dieser Eigenschaft, keiner Erweiterung durch Schnitte fähig 
zu sein, bezeichnet man das System der reellen Zahlen als ein lücken- 
loses System oder gewöhnlich als ein Kontinuum. Entsprechend nennt 


man auch die Gerade ein Kontinuum von Punkten. 


Die Terminologie der Begriffe „untere Schranke“, „untere Grenze“ 
usw. ist in der Literatur schwankend, indem z. B. manche Autoren 
als „untere Schranke“ das bezeichnen, was wir nach K. Weierstraß 
„untere Grenze“ genannt haben. Bei der Lektüre ist also Vorsicht 
geboten. Das Wort „beschränkt“, eine Übersetzung des französischen 
„borne“, ist in der deutschen Literatur lange durch eine Umschreibung 
ersetzt worden, hat sich aber jetzt doch eingebürgert. Manche Autoren 
sagen auch „geschränkt“. 

3% 
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$ 13. Häufungszahl und Häufungspunkt. 


Definition. Eine Zahl a heißt Häufungszahl einer Zahlen- 

menge, wenn die Doppelungleichung 

0<la—x<e, 
wie klein auch die positive Zahl e vorgegeben sei, von 
wenigstens einer Zahl x der Menge befriedigt wird. 

Übrigens enthält die Menge dann sogar unendlich viele derartige 
Zahlen x, so daß es Häufungszahlen jedenfalls nur bei unendlichen 
Mengen gibt. Denn ist x, eine solche Zahl, und setzt man |«— x, |=&,, 
so ist O<e,<e. Daher wird nach der Definition auch eine Zahl x 
in der Menge vorhanden sein, für welche 

0 <la—x|<e, 
ist; sei x, eine solche, und etwa |a—x,|=&. Dann werden aber auch 
die Ungleichungen 

O<la—al<g 
wieder durch eine gewisse Zahl der Menge, etwa x,, befriedigt. So 
kann man fortfahren, und es ist allgemein 

la— x,|= &,, 0<la—x,.|<&,; 

daher &,1,<&,. Für n<m ist also 

a—x„|<|a—z,|, 


folglich x,, = x,. Die Zahlen &,, &, &%y, ... sind somit alle voneinander 
verschieden, und sie genügen sämtlich den Forderungen 
0 <la—x<e. 


Die Häufungszahlen einer Menge gehören nicht notwendig selbst 
der Menge an. 


Beispiel 1. Die Menge | 
Ira]. 7 
’ Pp Dem 
hat die Häufungszahl 0; sie gehört nicht selbst der Menge an. 
Beispiel 2. Die Menge der Zahlen 
n 
n241 (n=0, 1, 072, +3, ...) 
hat die Häufungszahl 0; sie gehört selbst der Menge an. 

Beispiel 3. Die Menge aller rationalen Zahlen hat jede Zahl 
zur Häufungszahl; denn bei jedem a gibt es zwischen a und a-+te 
nach Satz 3a Zahlen der Menge, und für diese ist O<]a—x|<e. Hier 
gehört ein Teil der Häufungszahlen, nämlich die rationalen, selbst der 
Menge an; ein anderer Teil, nämlich die irrationalen, aber nicht. 

Beispiel 4 Die Menge aller ganzen Zahlen hat, obwohl sie 
unendlich ist, keine Häufungszahl. 
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Der Begriff der Häufungszahl wird auf der Zahlenlinie als Häufun 8S- 
punkt besonders anschaulich. Da der Ausdruck |a—x| nach Satz 9 
nichts anderes ist als die Maßzahl der Strecke ax, so gewinnt man die 
Definition: 

Ein Punkt « heißt Häufungspunkt einer Punktmenge, wenn die 
Menge gewisse Punkte x enthält, für welche die Strecke «ax beliebig 
klein ausfällt, mit anderen Worten: wenn es in beliebiger Nähe von « 
Punkte der Menge gibt. 

Der Leser möge sich die obigen Beispiele an der Zahlenlinie 
deutlich machen. 

Wir beweisen jetzt 

Satz 11 (Satz von Weierstraß). Eine unendliche, aber be- 
schränkte Zablenmenge hat wenigstens eine Häufungszahl 

Oder, was dasselbe sagt: 

Satz Ila. Eine unendliche, aber beschränkte Punktmenge 
hat wenigstens einen Häufungspunkt. 

Sei M die gegebene Zahlenmenge; ferner a eine untere, b eine 
obere Schranke, so daß für jede Zahl x von M 

Eee 

ist. Jedenfalls gibt es Zahlen y, die von unendlich vielen Zahlen der 
Menge M an Größe übertroffen werden, z. B. y=a hat diese Eigen- 
schaft. Für die Menge aller so beschaffenen y ist aber offenbar b eine 
obere Schranke. Daher hat die Menge dieser y auch eine obere Grenze G, 
und wir behaupten, daß eben @ eine Häufungszahl von M ist. In der 
Tat, bedeutet & eine beliebig kleine positive Zahl, so ist „> @—.e für 
wenigstens ein y. Da aber jedes y von unendlich vielen Zahlen der 
Menge M übertroffen wird, so folgt, daß es in M unendlich viele 
Zahlen x gibt, für welche 

(1) >G—e 
ist. Wären unendlich viele von diesen auch >@-e, so wäre die 
Zahl @-+ 8 ein y, und @ könnte nicht die obere Grenze aller y sein. 
Unter den Zahlen «& der Menge M, welche der Ungleichung (1) ge- 
nügen, müssen daher unendlich viele sein, für welche zugleich x<@-+ & 
ist. Für diese hat man dann: 

G—E<Ie<G+E, 
oder also |@— x|<e, so daß @ wirklich eine Häufungszahl ist. 

Es ergibt sich aber noch mehr: @ ist die größte Häufungszahl 

der Menge M. Nehmen wir nämlich an, es gäbe eine größere: HM, so ist 


G 
<+H on 
ae G@+H \ ie 
Da die Zahl — also kleiner als die Häufungszahl F ist, so wird 


2 
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sie von unendlich vielen Zahlen der Menge M übertroffen, sie ist folg- 


lich ein y. Die obere Grenze @ aller y muß also mindestens a 
‚_6@+H | E 
sein, daher G > 9, was dem obigen widerspricht. — Ebenso läßt 


sich eine kleinste Häufungszahl nachweisen, und man erhält 

Satz 12. Unter allen Häufungszahlen einer beschränkten 
Menge gibt es eine größte, ebenso eine kleinste. 

Die größte Häufungszahl einer Menge wird von einigen Autoren 
als oberer Limes der Menge bezeichnet; ebenso die kleinste Häufungs- 
zahl als unterer Limes. Doch wollen wir diese Benennungen für einen 
etwas anderen Begriff aufsparen. Übrigens können die größte und 
kleinste Häufungszahl sehr wohl einander gleich sein; dann hat eben 
die Menge nur eine Häufungszahl. Vgl. die obigen Beispiele 1 und 2. 
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Wird jeder positiven ganzen Zahl n eine Zahl a, nach irgend- 
einem Gesetz zugeordnet, so spricht man von einer Zahlenfolge oder 


kurz’ Folge o,, a, ay,...; z BD ist 
ee 
ED a 


eine solche. Eine Folge enthält hiernach stets unendlich viele Zahlen; 
doch wollen wir zulassen, daß diese teilweise oder auch alle einander 
gleich sind. Jede Zahlenfolge repräsentiert eine gewisse Zahlenmenge, 
die aber nicht notwendig unendlich ist; denn wenn z. B. alle Zahlen 
einer Folge einander gleich sind, so gehört ihr, als Menge aufgefaßt, 
nur eine einzige Zahl an, die Menge ist also endlich. _ 

Ist die Folge a,, @g, @3, ... (als Menge aufgefaßt) nicht nach oben 
beschränkt, so sagt man, ihr oberer Limes sei unendlich, und drückt 
das aus durch die Formel 


7 lim supa,„=@. 
n=&D 
Ist dagegen die Folge a,, as, @, ... nach oben beschränkt, so gilt 


das gleiche um so mehr von der Folge 

5 Any Ant) Int vr os 
wo n eine der Zahlen 2, 2, 3, ... bedeutet, so daß diese Folge nach 
Satz 10 eine obere Grenze y, hat. Offenbar ist y, die größte der beiden 
Zahlen a,, y„ı,; es gelten also die Ungleichungen 

herz... 

Ist nun die Folge y,, Ya Ya, ... nicht nach unten beschränkt, so sagt 
man, der obere Limes der Folge a,, a,, as, ... sei minus unendlich, 
und schreibt: Ä 


RS * ae 


ars 
DZ 


aa Br re [zer va VRR HUNENE ER 2 Er 24) I. 707 na 


. oe nd a u; > 28 2 Ba re ee 
Le I BAR, P. Be ER Pe ’ 5 a j 2 4 
© - ) » . - di - 


+ 
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II. ker FEN a1 = —an. 

Wenn dagegen die Folge e Ya, Ya, ‚.. nach unten beschränkt ist, 
also nach Satz 10 eine untere Grenze I’ hat, so bezeichnet man diese 
als den oberen _ Limes der Folge a,, @,, @,, ..., und schreibt: 

IH. lım er a„=T. 


Die Fälle I, II, III Billlens augenscheinlich eine vollständige Dis- 
junktion, so daß jede Zahlenfolge a,, as, 45, ... einen eindeutig be- 
stimmten oberen Limes hat, der entweder co oder — co oder eine 
(endliche) Zahl ist. Der obere Limes einer nach oben beschränkten 
Zahlenfolge ist höchstens gleich der oberen Grenze. In der Tat ist ja 
y, die obere Grenze der Folge a,, a,, a3, ..., und es ist T<Y.. 


Beispiele. 


1 >= n 
2; a,=N - ran) hier ist en n=n, 
8. a,„—= 1— 1 

1 s }ı hier ist lim supa,—=1; 

> — N ARE) 

4. 0,=, 4-1] 
2 ER, ET 2 . » a = —— 
6. „= —2n+(—In | hier ist DaEERD da, 0. 


Der obere Limes läßt sich, wie wir sehen werden, noch auf eine 
zweite Art definieren, nämlich: 

Definition für Formel I. Wenn @ irgendeine (beliebig große) 
Zahl bedeutet, so ist die Ungleichung a,>@ für wenigstens einen 
Wert von n erfüllt. 

Wie leicht zu sehen, ist sie dann sogar für unendlich viele n erfüllt. 

Definition für Formel II. Wenn @ irgendeine (beliebig große) 
Zahl bedeutet, so ist die Ungleichung a,<—@ für alle hinreichend 
großen n erfüllt; d. h. es gibt einen Index N derart, daß diese Un- 
gleichung für alle n, die >N sind, erfüllt ist. 

Definition für Formel Ill. Wenn. eine (beliebig kleine) 
positive Zahl bedeutet, so ist 

a,„<T-+e für alle hinreichend großen n, 
a,>T—e für unendlich viele n. 

Wir wollen zeigen, daß diese Definitionen den erstgegebenen 
äquivalent sind. 

Beweis zu I. Hier sind beide Definitionen vollkommen identisch. 

Beweis zu Il. Nach.der ersten Definition ist die Folge y,, Ya, Ya - - 
nicht nach unten beschränkt. Es ist also, wenn @ eine beliebige Zahl 
bedeutet, y„<—@ für wenigstens einen Wert von n; wegen (1) gilt 
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das dann sogar für alle hinreichend großen n. Da nach der Definition 
von y, aber a,<y, ist, so wird erst recht 

n<— G für alle hinreichend großen n. 
Das ist aber gerade die zweite Definition. Geht man umgekehrt von 
dieser aus, so ist für einen gewissen Wert von n 

,.< —G, u <—G oz —G, 
d.h. die Zahl —@ ist eine obere Schranke der Folge. 2. ER BE 
Die obere Grenze y, dieser Folge ist snach <—@. Daher wird 


y„=—@ für gewisse Werte von n; d. h. die Menge Y,, Ya, Y3, ... 1St 
nicht nach unten beschränkt, womit wir wieder die erste Definition 
gewonnen haben. ® 


Beweis zu III. Die erste Definition bestimmt die Zahl f durch 
die Forderungen 
(2) N für alle n, 
y„<1i+e für mindestens ein n. 
Da aber y, die obere Grenze der Folge a,, a,:ı,, @yı5, -.. Ist, so wird 
fur n= 1, 290,0: 
(8) 2 u, füur3—=U5ERR, 
RE ie An aietnen einen der Werte j= 60, 1, 2, 
Trifft die letzte Ungleichung etwa für j=j, zu, so folgt aus (2) und (3) 
N Ft alle n, 
Any als lur u 0, 1,2, .... und mindestens ein n. 
Das_ besagt aber so viel wie: 
@„>T-—e für unendlich viele m, 
@„<T-+e für alle hinreichend großen m; 
und damit ist die zweite Definition gewonnen. Geht man umgekehrt 
von dieser aus, so gibt es unendlich viele n, für welche die Un- 


leiehungen 
g 8 one, 


Be LE ER EN De ER FE 

bestehen. Für solche Werte von » ist dann auch 

(4) ers Irak: 

(5) „„I+e 
Aber die Ungleichung (4) gilt sogar für allen. Denn wäre sie etwa 
für n=n, falsch, so wäre sie wegen (1) erst recht für n>n, falsch, 
sie könnte also nieht für unendlich viele » gelten. Daher ist T—e 
eine untere Schranke der Folge y,, Ya, Y3, --.- Die untere Grenze dieser 
Folge ist also >T—.e, und da e hier jede positive Zahl bedeuten darf, 
so muß sie >T sein!). Anderseits ist diese untere Grenze wegen (5) 


t) Dieser Schluß wird in der Folge noch häufig angewandt. Es ist nötig, 
sich ihn vollständig klarzumachen: Wenn zwei Zahlen g,, 9, die Ungleichung 
AZ 9gs—: für jede (selbst beliebig Kleine) positive Zahl & befriedigen, so ist 


Wr > vw I De 
+ Er ? 
„ . 
v 
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gewiß —I'—+e, also, weil & wieder jede positive Zahl bedeuten darf, 
auch <T. Somit ist sie genau gleich 7, womit wir wieder bei der 
ersten Definition angelangt sind. 

In analoger Weise ergibt sich der Begriff des unteren Limes. Ist 
die Folge a,, @,, @3, ... nicht nach unten beschränkt, so schreibt man 


Ia. RNEBEUT a=— am. 
Ist dagegen die Folge @,, @g, @g, ... nach unten beschränkt, so gilt 


das gleiche von der Folge 
Ay Antız Ant +4 
die also eine untere Grenze d, hat. Dabei ist 
(1a) Vadzıdh 
Wenn dann die Folge 6, H by, Rrnicht Mach oben beschränkt ist, so 
schreibt man 


Ta. lim inf a,= ©. 
n—RD 
Ist dagegen die Folge d,, d,, d,, ... nach oben beschränkt, und ist 
4 ihre obere Grenze, so schreibt man 
IIla. A uch a,=4. 


Die drei Fälle bilden at eine vollständige Disjunktion, so daß 
jede Zahlenfolge «a,, as, a3, ... einen eindeutig bestimmten unteren 
Limes hat, der entweder ©o oder — oo oder eine Zahl ist. Der untere 
Limes einer nach unten beschränkten Zahlenfolge ist mindestens gleich 
der unteren Grenze; denn es ist 0. 

Der untere Limes läßt sich noch auf eine zweite Art definieren, 
nämlich: 

Definition für Formel Ia. Wenn @G irgendeine (beliebig 
große) Zahl bedeutet, so ist die Ungleichung a, <—@ für wenigstens 
einen Wert von n erfüllt. 

Übrigens ist sie dann von selbst für unendlich viele n erfüllt. 

Definition für Formel Ila. Wenn @ irgendeine (beliebig 
große) Zahl hedeutet, so ist die Ungleichung «, > @ für alle hinreichend 
großen n erfüllt. 

Definition für Formel Illa. Wenn e eine (beliebig kleine) 
positive Zahl bedeutet, so ist 

a,> 4—e für alle hinreichend großen n, 
a,<4A-+e für unendlich viele n. 


9ı 29 Nimmt man nämlich an, es wäre 9, < 9, So ist Bl! Say a gı 


eine positive 
Zahl, die man also für & einsetzen darf. Dann kommt aber: 


re a 


also auch 9, > 9, in Widerspruch mit der Annahme. 


und ihre obere Grenze 4 existiert. Dann ist, wie klein auch die positive 
- Zahl e sei, für mindestens ein rn und ein m 


> IE 
we a FR > a“ Er x x - 
’4 ‘ we _- En — ee. re er ET en Deal 2 Br Mu u e u. B 
a a A A u a NE ae as 
er — us < u a ._.. A er 2 
Zr ne —_— 0. - u et FE 2 Dur? 
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= 


Die Beweise sind ganz analog den vorigen und können dem Leser 
überlassen werden. — Bei den Anwendungen braucht man gewöhnlich 
die zweite der für die Begriffe oberer und unterer Limes gegebenen 
Definitionen. Trotzdem ist die erste theoretisch wichtiger, weil sie die 
Tatsache in Evidenz setzt, daß jede Folge einen eindeutig bestimmten 
oberen und unteren Limes hat. Auf Grund der zweiten Definition ist 
das nicht so direkt einzusehen, und ein Beweis wird immer mehr oder 
weniger darauf hinauslaufen, daß man die Äquivalenz mit der ersten 
Definition zeigt. 

Nun beweisen wir noch drei einfache Sätze. 

Satz 13. Der obere Limes einer Folge ist nie kleiner als 
der untere Limes!) : 

Das ist evident, wenn 


lim sup a,—= © oder lim inf a, = — © 
Nn—0O RC 


ist. Liegt keiner dieser Fälle vor, so existieren die Zahlen y,, d,. und 
offenbar ist y„=d,, also nach (1) und (1a) auch für einen beliebzg 
großen Index p 
nzhz.:—y 4 ‚dd 
woraus man für g<p SEE 1,6, Sand 7, 6,; das heißt aber: 
Y„— 6, für beliebige » und m. 
Somit ist insbesondere 


=,;} für alle n. 


Demnach ist die Folge der y, nach unten beschränkt, und ihre untere 
Grenze I’ existiert; ebenso ist die Folge der d, nach oben beschränkt, 


n<T+80,„>d4—e, 
also auch : 
T—d>y,—I,„-2Ee m —2E 

Da & beliebig klein, besagt das aber: —4=0, also: T>4. W.z.b. w. 

Satz 14. Wenn die Zahlen einer Folge von einer ge- 
wissen Stelle an alle den gleichen Wert a haben, so ist auch 
der obere und untere Limes gleich a. 

In der Tat ist von einem gewissen n an y„=d,=a: also auch 
= A—a. | » 

Satz 15. Wenn für alle hinreichend großen » die Un- 
gleichung a,>a), besteht, so ist auch 


- %) Dabei sind für die Zeichen & und — » die Ungleichungen 
— ao <l<as 
festgesetzt, wo I’ jede Zahl bedeutet. 
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lim sup a, lim 2 0. 
n—& 


lim infa,Z lim inf a), 


nn 
Es wird genügen, den Satz für. ER oberen Limes zu beweisen. 
Ist dann a Sup a,—=%@, So ist die Sache selbstverständlich. Andern- 


ale wird. für. alle hinreichend großen Bi von n, etwa für nn, : 


A Pe Mr BdEB, are 
Die obere Grenze y, der Folge d,, Er n+23 ... Ist also auch eine 
obere Schranke der Folge a), @,;,, @,:., ... Letztere hat daher eine 
obere Grenze y,, welche <y, ist. Wenn nun lim sup ,=—», so 


N—=X 
sind die y, nicht nach unten beschränkt, also die y) auch nicht; daher 


lim sur = —n, 
Nn=& 


so daß für diesen Fall der Satz gewiß SAT ist. Wenn dagegen 


lim supa,=T, so ist entweder 


Nn=00 = ’ 

m sp = —-», 
n—& 

in welchem Fall der Satz wieder zutrifft: oder 


lim Fur WE 
n = 


wo /’ die untere Grenze der y,, so I’<y, ist. Weil aber für 
n>n, auch y,<y, gefunden wurde, folgt hieraus für n>n,: 
Kenia ‚mach-(1)]. 
Das heißt aber 1” <<y,, für alle ». Folglich ist I” eine untere Schranke 
der Folge Y,, Ya: Yz -.., also I”<T. Damit ist der Satz in allen Fällen 
bewiesen. | 
Bemerkung. Offenbar ändert sich der obere und untere Limes 
einer Folge nicht, wenn man in der Folge eine endliche Anzahl von 
Elementen wegläßt oder hinzufügt, oder durch andere ersetzt: so haben 
die drei Folgen 


ar OL 
TIP 2E435.,0 
4567 
SEAN FIR 
#25 30.27 
I, 2,5 BR ex 6’ 


alle drei den oberen und unteren Limes 7; und en ist 


lim Eu 4, erh na Ay = Pens LEN a 
Nn= 


n—-2 


== im ei „= Im sup N 
ya 


ebenso für den unteren Ras Wir Föllens deshafh die Formeln I, II, 


III, Ia, IIa, IIIfa auch dann in Anspruch nehmen, wenn die Zahlen A, 
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gar nieht von n=1 an, sondern nur für alle hinreichend großen n, 
etwa für n>n, definiert sind. In diesem Sinne ist z. B. 


N — 
um a % 


obwohl hier die Zahl ne für n=3 gar keinen Sinn hat. Die 
obigen Sätze 13, 14, 15 werden durch diese Modifikation der Begriffe 
oberer und unterer Limes offenbar nicht berührt. 

Endlich sei bemerkt, daß man anstelle von » natürlich jeden 
Buchstaben verwenden kann, der im Lauf einer Rechnung nicht schon 


anderweitig gebraucht ist; also etwa lim sup a,. In der Literatur findet 
v—= 
man an Stelle von 


lim sup a, bzw. lim inf a, 
N=ZXD N=&X 
auch häufig die Schreibweise 


Tim a, bzw. lim a,. 
N 0 Nn— N 
Ss 15. Grenzwert einer Folge. 


Nach Satz 13 ist der obere Limes einer Zahlenfolge nie kleiner 
als der untere Limes. Im allgemeinen wird er größer sein; für 
a=(— 1)" ist z. B. 

lim supa,„=1, lim mnfa,=— 1. 

n— X n=@ 
Es gibt aber auch Folgen, deren oberer und unterer Limes einander 
gleich sind. Man spricht dann schlechthin vom Limes oder Grenz- 


wert der Folge und schreibt einfach lim a,. Hierbei sind wieder drei 


N—D 
Fälle möglich: 

1: lim 0, = & 
Nn— DR ; 

IL. lım a, = — 0 
NW==OO 

II. lim ,=T. 

Nn—X 


Indem man für den oberen und unteren Limes jeweils die zweite 
der in $ 14 gegebenen Definitionen zugrunde legt, ergibt sich für diese 
drei Formeln die folgende Bedeutung: 

Formel I besagt: Wenn @ eine beliebig große Zahl bedeutet, 
so ist die Ungleichung a,>@G für alle hinreichend großen n erfüllt, 

Formel II besagt: Wenn @ eine beliebig große Zahl bedeutet, 
so ist die Ungleichung a,<—@ für alle hinreichend großen » erfüllt. 

Formel III besagt: Wenn e eine beliebig kleine positive Zahl 
bedeutet, so ist die Doppelungleichung 

Terre 
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oder, was dasselbe sagt, die Ungleichung 
|.—rT]<e 
für alle hinreichend großen » erfüllt. 
Hierbei gilt auch wieder die Bemerkung am Schluß des vorigen 
Paragraphen; die a, brauchen also nicht von n=1 an, sondern nur 
für alle hinreichend großen n definiert zu sein. 


Beispiel 1. lim ("®+2n)=»; 
Nn— 


denn die Ungleichung n?+2n>G ist für alle hinreichend großen n, 
nämlich mindestens für n>@ erfüllt. 


ne 
Beispiel 2. EA 
Nn—=&D J 
une 
denn die Ungleichung — " <—G ist für alle hinreichend großen n, 
nämlich mindestens für n>4@ erfüllt. 
Beispiel 3. Tim =; 
denn die Ungleichung 
n + (— 1" Bet 
Bun a: 
ist für alle hinreichend großen » erfüllt, nämlich mindestens für 
2 
& 
Beispiel 4 Der Ausdruck 
lim real 
Nn—& 3 
hat keinen Sinn; der Grenzwert existiert nicht. Denn es ist 
eg N 1 
lim sup rl, lim Rare 2 =; 
NnN—X 3 Nn—X oO 9) 


der obere und untere Limes sind also verschieden. 

Der Begriff des Grenzwerts spielt in der gesamten Mathematik 
eine fundamentale Rolle; er ist wichtiger als die Begriffe des vorigen 
Paragraphen. Bei einer ersten Einführung kann man auf letztere ver- 
zichten und einfach den Grenzwert auf die zuletzt angegebene Art 
definieren. Alsdann darf man aber nicht versäumen nachzuweisen, daß 
(was bei unserer Einführung selbstverständlich ist) die Fälle I, II, IIl 
sich gegenseitig ausschließen, und daß ım Fall III die Zahl 7 eindeutig 
ist. Diese Beweise sind nicht schwer und werden dem Leser zur Übung 
empfohlen. Ebenso mag der leichte Beweis des folgenden Satzes dem 
Leser überlassen bleiben: 


” 
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Satz 16. Hat die Folge a,, a, Q, ... einen (endlichen 
oder unendlichen) Grenzwert, so hat jede Teilfolge, z. B. 
As, Gy Ag, -.. den gleichen Grenzwert. 


Zwei weitere Sätze folgen unmittelbar aus Satz 14 und 15, nämlich: 


Satz 17. Wenn die Zahlen der Folge a, 4, @, ... von 
einer gewissen Stelle an alle den gleichen Wert a haben, 


so ist auch lim a,=.a. 
NN 
Satz 18. Wenn für alle hinreichend großen n die Un- 
gleichung a,>a), besteht, so ist auch 


lim a, lim a), 
NDR NN 
falls die Grenzwerte existieren (© und —w nicht ausge- 


schlossen)!). 


Endlich erwähnen wir den oft anzuwendenden 
Satz 19. Wenn für alle Da großen n 
ist, wenn ferner die Grenzwerte 


lim a,, lim a, 

Nn—XO NnN— XD 
existieren und einander gleich sind (© und — nicht ausge- 
schlossen), so existiert auch der Grenzwert limy, und ist 


nn 
den vorigen gleich. 
In der Tat folgt aus den Sätzen 15 und 13: 
lim a„=zlim infy„= lim supy„z an 23 


iz 0) R—CR Nn—X 
woraus man die Behauptung abliest, da die en Glieder dieser 


Ungleichungskette nach Voraussetzung einander gleich sind. 
Für das Rechnen mit Grenzwerten gelten die wichtigen Formeln: 


1. AL, (a,„+ De a a,-+ „kim D. 
2, en (a, Be Um a, — "lim bin > 
& "tim (0,20, —( lim a, n)' (im b„ n), 
4 m Jin “ 
en ELEND 
n—=o@ 


1) Man hüte sich aber, aus a, > a‘, zu schließen: lim a„ > lim a'„. Es 


N—XD Nn—XD 
s L . 2 1 
kann nur lim a„— lim a‘„ geschlossen werden. Für „=, a‘, = — ist z.B. 
Nn=Rn Lzule 6) n n 
durchweg o,„ > ua‘, ; aber doch 


km — Um.a,==0. 
RX NR 


| Daher auch 


- 
E 
j 
m 
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wobei vorausgesetzt ist, daß die Grenzwerte auf der rechten Seite 


existieren und endlich sind; in der letzten Formel außerdem, dab 


lim b, == 0 ist. Dagegen braucht die Existenz der linksstehenden Grenz- 
n—X 
werte nicht vorausgesetzt zu werden, sondern läßt sich fulgern. 


Zum Beweis setzen wir 
Kill Er @, DR = Pß. 


Dann ist (nach den Rechenregeln am \ Schluß des $ 10) 
(a,„rb)—(e+B) )\ = |(a,— a) air (b, == pP) =|Q,—a + Pl 
Jeder Term der achien Seite wird aber für genügend große n beliebig 
klein, z. B. wenn & irgendeine positive Zahl bedeutet, auch kleiner als 

- so daß | 
(+ 5)—(e+B) <z +57 
wird, womit die Formeln 1 und 2 Horieen ei: 

Der Beweis von 3 ergibt sich aus: 

‚4a, b, —& BI= 1. e) EB) +P (a, = a) = a (1. P) 

ZI 0 Bl + Pl 8 +8. —Pi; 

denn hier werden die drei Summanden auf der rechten Seite beliebig 
klein, wenn nur n hinreichend groß. 


RE 
Beim Beweis von 4 ist $ + 0 vorauszusetzen; dann ist p} ß eine 


positive Zahl, und folglich I Bi< 518 für genügend große n. 


| | | TER a3 BR 
+ &-NM|I>1#I—1.-P|> P Zain Pi; 


also gewiß b, == 0, und außerdem: 
m __ a _ |B(a, 0) a0, ß)| 
zB Ibn 18} 
IB|- wa | Kz RD Te 
RAD, ei+lel RB 


1 b) 

2 'p ” | 
Die Summanden im Zähler der rechten Seite werden aber für hin- 
reichend große n beliebig klein; also wird auch die linke Seite beliebig 
klein, womit Formel 4 bewiesen ist. 

Die Formeln 1 und 3 lassen sich durch vollständige Induktion 
sofort auf eine*beliebige Anzahl von Summanden bzw. Faktoren aus- 
dehnen. 

Ein Spezialfall von 3 mit Anwendung von Satz 17 ist: 

lim (a-b,)=a-lim b,. 
nn 


N 00 
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Ein Spezialfall von 4 ist 


ae 
6. Er Panel: ‚Tim b, = 0, 
Rn—XO 


Weiter gelten die unmittelbar aus a Bogriff des Grenzwerts 
folgenden Regeln: 


7.Wenn lim a,= », so ist ar (— a,)=—». Wenn lim = —«, 
Nn—D Nn-D 
so ist im (—a,)=». 
NnN—=XD 
ni 
8. Wenn lim a,=» oder lim = —», so ist im ——Ö. 
Nn—=& Nn—X n—=a@ A, 
9. Wenn lim a,= 0, aber a„=+ 0 für alle hinreichend großen », so 
Nn—X 
ist lim BER 
n=X a, 
10. Wenn im =», ER b„=b>0, so ist auch Et (a,b,) 
Nn— X . 


Beispiel. Es ist 

m ne p—2 o für p>g 
lim ar ar er a Se 1 für p=g 
non? + bun?t 4 bun?° - Far us: 0 für p <q. 


Der Bruch ist nämlich gleich 


A 2 Er % 

nP77 i E % 3 n° % | n? 
b, bz q 
re er 


und hierauf lassen sich die Regeln 1—4 anwenden, wozu im Fallp>yg 
noch die Regel 10 tritt. 


S 16. Konvergente Folgen. 


Eine Folge von Zahlen heißt konvergent, wenn sie einen end- 
lichen Grenzwert hat, wenn also der Fall III des vorigen Paragraphen 
vorliegt. Man sagt dann, die Folge konvergiert gegen ihren Grenzwert. 
Die Frage, ob eine Folge konvergent ist oder nicht, wird beantwortet 
durch den 

Satz 20 (Kriterium von Bolzano-Cauchy-Cantor). Die not- 
wendige und hinreichende Bedingung dafür, daß die Folge 
@1, Qg, Aa, ... Konvergent ist, besteht darin, daß die Ungleichung 

anal, 
wie klein auch die positive Zahl e sei, für alle hinreichend 
großen Werte von m und n erfüllt wird. — Ausführlicher 
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heißt das: Zu jeder positiven Zahl e muß sich eine ganze 
_ Zahl N=N; angeben lassen derart, daß die obige Ungleichung 
richtig ist, sobald nur m>N und n>N genommen wird. 
Die Brand ist notwendig; denn wenn ein endlicher Grenzwert 
 T existiert, so ist für alle hinreichend großen m, n gewiß 
En la, “ rTı< 5; N A $; << 
_ also auch 


PR i \ A: 
jan —a,=|(an— T)— (,—T) = |a,„—T TIa—I<Z> Em 


Die Bedingung ist aber auch hinreichend. Ist sie nämlich erfüllt, 
‚x hat man: 
® Aam—an <e fürm=N+1 N-+2 N+3,. 
_ also erst recht: 
am </ani te fürrm= N+1, N+2, N+3, ... 
Daher ist keine Zahl der Folge a,, @,, A,, ... absolut größer als die 
größte der N+1 Zahlen 


la, |, las; jag!, .-., an, lanit e& 
Diese Folge ist also beschränkt. Sei f ihr oberer, y ihr unterer Limes; 
dann ist 
T—€e<a,, 
YrEe>a, 


E für unendlich viele Werte von m und n. Daher kann man insbesondere 
auch m>N, n>_N wählen und erhält dann durch Subtraktion der 
_ beiden Ungleichungen: 
DS=l.Ta 2E<ZAn— a | — A, <e. 

Also ist P<y+3e, und weil e jede positive Zahl bedeuten darf, so 
folgt hieraus: T<y. Da aber nach Satz 13 nicht T</y sein kann, so 
ist T=y; d.h. unsere Folge hat einen Grenzwert. W.z.b. w. 

Eine einfachere, wenigstens hinreichende Bedingung ist in folgen- 
dem Kriterium lief: 
= Satz 21. Wenn die Folge a, @, @,, ... monoton wächst, 
d.h. wenn 


= 


= Z4< 

ist, wenn sie außerdem nach She Donchränkt ist, so kon- 

vergiert sie. Ihr Grenzwert T’ ist zugleich ihre obere Grenze, 
- also gewiß IT>a, für alle n. 

Man kann die Konvergenz beweisen, indem man zeigt, daß die 

Bedingung des vorigen Satzes erfüllt ist; doch ziehen wir einen direkten 
3 Beweis vor. Da die Folge nach oben und wegen des monotonen 
Wachsens offenbar auch nach unten beschränkt ist, hat sie einen end- 
_ lichen oberen Limes T', und es ist 
E Perron, Irationalzahlen. 4 
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(1) a,<f-+e für alle hinreichend großen n, 
(2) a,„>1—e für unendlich viele n. 
Wegen des monotonen Wachsens gilt aber Ungleichung (2) ebenfalls 
für alle hinreichend großen n. Also folgt: 
T—e<a,„<T-+e für alle hinreichend großen n, 
oder, was dasselbe sagt, 
'a„— T<e für alle hinreichend großen n. 
Daher konvergiert die Folge, und 7 ist ihr Grenzwert. 


Daß T zugleich die obere Grenze ist, ergibt sich so: Die Unglei- 
chung (1) gilt wegen des monotonen Wachsens schon von n=1 an. 
Daher ist T-+e eine obere Schranke, und folglich kann die obere 
Grenze nicht größer als T sein. Wegen (2) kann sie aber auch nicht 
kleiner als T sein. 

Ebenso beweist man den analogen 

Satz 22. Wenn die Folge a,, @g, As, ... monoton abnimmt, 
d.h. wenn 

HZZ4 >... 
ist, wenn sie außerdem nach unten beschränkt ist, so kon- 
vergiert sie. Ihr Grenzwert y ist zugleich ihre untere Grenze, 
also gewiß y<a, für alle n. 

Man kann die Sätze 20—22 auch ohne die Begriffe des oberen 

und unteren Limes beweisen, nur auf Grund der Grenzwertdefinition: 

la„—- T|<e für alle hinreichend großen n. 
Dabei muß man den Grenzwert durch einen geeigneten Schnitt be- 
stimmen. Dem Leser wird das als Übung empfohlen. 


Wir beweisen jetzt noch den wichtigen 

Satz 23. Jede (rationale und irrationale) Zahl kann als 
Grenzwert einer Folge von rationalen Zahlen angesehen 
werden. 


In der Tat sei « irgendeine Zahl. Bedeutet dann » eine beliebige 
ganze positive Zahl, so gibt es nach Satz 3a zwischen den Zahlen « 


und @+— eine rationale Zahl a,, und es ist 
n { 


la„— a | = Ei 

Dazdies fürn 1,,2,78, 2.2 eilt, Folet 
a— lim a 

[0 ©) 


womit der Satz bewiesen ist. 


re a u Dice ee Da Me ee er ee ee ee ee en 
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817. Unendliche Reihen und Produkte. 


Die wichtigste Art von Grenzwerten sind die unendlichen Reihen. 


Sei %, %g, Ug ... eine Zahlenfolge. Wir leiten aus ihr eine zweite 
Folge s,, 83, S3, ... her, indem wir setzen: 
51 = U 


S=U) + Ua 


= UTtUt:-.-+% 


Wenn dann die Folge s,, 83, $3, ... konvergiert, also einen endlichen 
Grenzwert S hat, so nennt man die unendliche Reihe 


UtUtUu-... 
konvergent und legt ihr den Wert S bei; also 


U-tUtU-+..>=%. 
Andernfalls heißt die Reihe divergent. Die Zahl s, heißt in jedem 
Fall die n® Partialsumme der Reihe. 


Haben die Reihenglieder «, zum Teil oder alle ein Minuszeichen, 
so schreibt man dieses auch anstelle des Pluszeichens vor das betreffende 
Glied. Statt 


TEE: H JE 7 

+ -3)+3tla)tstl-at- 

wird man z. B. kürzer schreiben j 
BE EN a E  e 


Im übrigen bedient man sich noch der folgenden Abkürzungen: 
A. für die endliche Summe: 


n+p p 
N De \ 
Unrı Tr Und2 5 Bsp ar Untp > U, Unt» 3 
v—n-t1 | 


B. für die unendliche Reihe (oder Summe): 


e.) on 
E \ 
} 
Ust eat ist... = > u,= > re 
} 27 A 73 
v—n+1 vi 


Anstelle des Zeichens v für den Summationsindex kann natürlich auch 
jeder andere Buchstabe verwandt werden, der in der betreffenden 
Formel nicht anderweitig vorkommt. 


Aus der Definition des Wertes einer unendlichen Reihe folgen 
sofort die Regeln der gliedweisen Addition und Subtraktion, sowie der 
Multiplikation mit einem Faktor: 


4* 
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z SS 
ur 2.) >U, v, 
et 2%) PER un>L | 
v—p v—p v—p 


&@ ee 

> au, — an Us, 

v—p »=p 
wobei nur die rechtsstehenden Reihen als konvergent vorauszusetzen 
sind; die linksstehenden sind es dann von selbst. Das ergibt sich 
ohne weiteres aus den Rechenregeln 1, 2, 3 für Grenzwerte auf Seite 46; 
die Regel 3 wird dabei nur für den Spezialfall «,—=« angewandt. 

Weiter lehrt Satz 16 Seite 46, daß man in beliebiger Weise mehrere 

Glieder einer konvergenten Reihe durch Ordnungsklammern zu einem 
einzigen Glied zusammenfassen kann, ohne ihren Wert zu ändern. 
Denn betrachtet man beispielsweise die beiden Reihen 


[e e) 
Ut Ust UtutUtUgt ...-= > U,, 
vl 


[0 6) 
i & \ 
(+ g)+ (Ust u)+ (Ust Ug)+ = Din + UaHT; 
R v1 : 


so erkennt man sogleich, daß die Partialsummen der zweiten eine Teil- 
folge von den Partialsummen der ersten sind. Da man insbesondere 
die etwa auftretenden Nullen mit Nachbargliedern vereinigen kann, so 
sieht man, daß sich alle Nullen als Reihenglieder unterdrücken lassen. 

Satz 20 liefert als notwendige und hinreichende Bedingung für 


Reihenkonvergenz: 
Is, — „|< für alle hinreichend großen m, n. 


Damit ist offenbar gleichbedeutend: 


Ip —n|<e für Pp=1,2,3,... und alle hinreichend großen n; 
oder wenn man die Partialsummen durch die x, ausdrückt: 
n+p 
x 
Ke + Un13 —+ ... nz 4,4,|= | e,| us €. 
v—-n+1 


Ein einfacheres Kriterium erhält man, wenn die Reihe lauter positive 
Glieder hat oder wenigstens keine negativen. Dann ist nämlich die 
Folge der Partialsummen monoton wachsend. Ist sie (nach oben) nicht 


beschränkt, so ist lim s,—=&%, die Reihe also divergent.e. Wenn sie 
n—n 

dagegen nach oben beschränkt ist, so hat sie nach Satz 21 einen end- 

lichen Grenzwert, die Reihe ist also konvergent. Das wird insbesondere 


Du #,, 
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dann eintreten, wenn ihre Glieder höchstens so groß sind wie die Glieder 
einer anderen bereits als konvergent erkannten Reihe. Denn ihre Par- 
tialsummen haben dann den Wert jener anderen Reihe als obere Schranke. 


Beispiel 1. Die Reihe 


1 1 SR 
atgatra De 
konvergiert und hat den Wert 7. Denn hier ist 
| 1 1 1 
ET RPIERTF S TERN 


T: 1 1 1 | 2 
ae Ken are re 


also lim s,—=1. 


NW 
Beispiel 2. Die Reihe 
0 
BILL RQ N 1 
er Eee Par 
konvergiert. Denn ihre Glieder sind positiv, aber kleiner als im vorigen | 
_ Beispiel. 
Beispiel 3. Die Reihe 
ee) 
> Ta #1 R or 
ren 


 konvergiert. Denn die Partialsummen genügen hier den Ungleichungen 


Son-ı > Santı > Santa > Ian; 


also ist 


Sr 8, >85 
Daher für py=1, 2, 3,... 


1; 
(nr |< IsuHı — | Pa 


so daß die Bedingung des ersten Kriteriums erfüllt ist. 
Beispiel 4. Die Reihe 


X 
EHEN: ES 
_ divergiert. Denn hier ist, wenn 2"—= m gesetzt. wird, 
RL 1 Z 
m ment rat tm 
1 1 1 a 


ke: 

r 

R 

Br: 
En" 
y 

F “ 
» 

i 

f 


B 


Te a = 
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Daher 
4 
sg u> 7 
San Im 27 2 
und folglich durch Addition: 
Som > St 5 Tun 
so daß die Folge s,, 83, S3, ... nicht beschränkt ist. 


Weiter gehen wir hier auf die allgemeine Theorie der unendlichen 
Reihen nicht ein; spezielle Reihen werden wir noch mehrfach zu unter- 
suchen Gelegenheit haben. Ubrigens sei bemerkt, daß sich jeder Grenz- 


wert lim a, in der Form einer unendlichen Reihe schreiben läßt; denn 
Nn—X 


setzt man 
a =u, 
eo rt A 
da AN Re 
so Ist 


UT ut. + U 


und der Grenzwert lim a, wird gleich der unendlichen Reihe 


n—X 
U Mor Uses 
Das unendliche Produkt 
Do SDat runs 
wobei alle v»,--0 sein sollen, heißt konvergent, wenn die Folge der 
Partialprodukte 


einen endlichen, von Null verschiedenen Grenzwert lim p,„—=f hat; 


Nn—X0 

man legt dann dem unendlichen Produkt den Wert P bei. In jedem 
anderen Fall heißt das Produkt divergent; insbesondere sagt man, . 
wenn lim p„=0 ist: Das Produkt divergiert nach Null. 


Nn—X 

Bei einem konvergenten Produkt darf man in beliebiger Weise 
mehrere Faktoren durch Ordnungsklammern zu einem einzigen zu- 
sammenfassen und alle Faktoren, die gleich Z/ sind, unterdrücken. Das 
ist wieder eine unmittelbare Folge aus Satz 16 Seite 46. 
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Man wendet folgende Abkürzungen an: 
A. für das endliche Produkt: 


n+-p sun 
On+ı On+2 + + On4p II SE, il en 
vntl y—1 


B. für das unendliche BERUEN 


On+ı On-+2 Un+z3.» BER | ] OT aa | TI: Ontr: 


v —n+1 
Beispiel 1. Das Produkt 


4953 _IY»” _TTY 64m 
3 le A@+rI—1 


ist konvergent und hat den Wert 2. Hier ist nämlich 


y 1 
i en (n+ 1) REN ee 
; En EE a SE 
\ n+1 
also 
1 1 1 1 
; 147 147 143 I+7 H 9 
ee} Be RT u 1er) 
. = ea ee ee Sr 
117 1173 7 er Be 
“ und daher BR: ML. 
+ Beenel 2. Das Produkt 
ee) 
RE RE Ver, 
FE v 


v—1 
ist divergent. Denn hier ist Mm n+ 1, also NL BD. 


Beispiel 3. Das Produkt 


divergiert nach Null. Denn hier ist p,= also kim p,=0. 


n+1 no 
Auch auf die allgemeine Theorie der unendlichen Produkte wollen 
wir in diesem Buch nicht weiter eingehen. 


$S 18. Historisches zum ersten und zweiten Kapitel. 


Das Bedürfnis, das Gebiet der rationalen Zahlen durch irrationale 
. zu erweitern, ist zuerst in der Geometrie hervorgetreten. Die bereits 
im Altertum vorhandene Erkenntnis, daß es Strecken gibt, die mit einer 


|— 
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gegebenen Strecke nicht kommensurabel sind, führt mit Notwendigkeit 
dazu. Trotzdem hat man sich lange gescheut, den inkommensurablen 
Verhältnissen neben den kommensurablen das volle Bürgerrecht auch 
im Gebiet der Zahlen einzuräumen. Solange die Geometrie rein 
synthetisch blieb, schien das auch weniger dringend. Für den Betrieb 
der analytischen Geometrie aber war es eine unerläßliche Vorbedingung. 
Anderseits konnte gerade die Erfindung der analytischen Geometrie 
durch Descartes und Fermat dazu beitragen, das Mißtrauen gegen 
die irrationalen Zahlen zu zerstreuen. Eben das greifbare Substrat, 
das man für die Zahlen in der Maßgeometrie hatte, ließ die Skrupel 
völlig schwinden. Nur zu sehr: denn als vor rund einem Jahrhundert 
unter Führung von Gauß, Cauchy, Abel die Forderung einerstrengeren 
Beweisführung in der gesamten Mathematik sich durchzusetzen begann, 
sah man diese Zahlen bereits als etwas so Selbstverständliches und 
Wohlfundiertes an, daß niemand daran dachte, auch hier nach dem 
Rechten zu sehen. 

Cauchy in seinem „Cours d’analyse“ von 1821 betrachtet die 
irrationalen Zahlen als etwas Gegebenes und jedermann Vertrautes; er 
bemerkt gelegentlich zur Erläuterung des Begriffes „Grenzwert“, daß 
die irrationalen Zahlen Grenzwerte von Folgen rationaler Zahlen sind. 
Später heißt es dann: „Damit die Folge a,, Q3, Q,, ... einen Grenz- 
wert « hat, ist notwendig und hinreichend, daß die a, sich von «a, also 
voneinander beliebig wenig unterscheiden.“ Cauchy hat demnach 
unseren Satz 20, bleibt aber, ohne sich dessen bewußt zu werden, den 
Beweis schuldig, daß die Bedingung wirklich hinreichend ist. Ein 
solcher Beweis kann auch unmöglich geführt werden ohne einen klar 
definierten Irrationalzahlbegriff; denn im Bereich der rationalen Zahlen 
ist ja der Satz nicht richtig, weil eben eine konvergente Folge rationaler 
Zahlen oft keinen rationalen, sondern einen irrationalen Grenzwert hat. 

Weit scharfsinniger als Cauchy ist bereits einige Jahre früher 
(1817) ein damals wenig beachteter und erst in neuerer Zeit gebührend 
gewürdigter Mann gewesen: Bernard Bolzano. Bei ihm findet sich, 
sogar viel klarer als bei Cauchy ausgesprochen, ebenfalls der Satz 20, 
und Bolzano hat auch die Notwendigkeit eines Beweises erkannt und 
einen solchen Beweis wenigstens versucht. Freilich mußte dieser in 
Ermangelung einer Definition der Irrationalzahlen schließlich in eine 
petitio principii auslaufen. Auch der Bolzanosche Beweis von Satz 10 
mußte aus dem gleichen Grund mißglücken; ein strenger Beweis wurde 
wohl zuerst durch Weierstraß in Vorlesungen erbracht. Trotzdem 
haben wir den Satz nach Bolzano benannt, weil er ihn zuerst, und zwar 
in außerordentlich präziser Weise formuliert und seine Bedeutung voll 
erkannt hat; insbesondere hat Bolzano auch darauf hingewiesen, daß 
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es falsch wäre, die Begriffe „untere Grenze“ und „Minimum“ zu 
identifizieren. 

Der erste, der klar erkannt hat, daß am Begriff der Irrational- 
zahlen selbst der Hebel angesetzt werden muß, war Dedekind. Die 
Anfänge seiner Ideen gehen auf das Jahr 1858 zurück; doch hat er 
sie erst 1872 publiziert. Seine Theorie, die von ihm selbst nur skizziert 
wurde, ist genau die, welche wir hier auseinandergesetzt haben, indem 
die irrationalen Zahlen mit Hilfe von Schnitten eingeführt werden. 
Allerdings versteht Dedekind unter der Zahl nicht direkt den Schnitt; 
er wehrt sich sogar gegen diesen von H. Weber gemachten Vorschlag 
und sagt nur: „Jedesmal nun, wenn ein Schnitt (A/B) vorliegt, welcher 
durch keine rationale Zahl hervorgebracht wird (d. h. Schnitt dritter 
Art in unserer Ausdrucksweise), so erschaffen wir eine neue, eine 
irrationale Zahl a, welche wir als durch diesen Schnitt vollständig 
definiert ansehen; wir werden sagen, daß die Zahl « diesem Schnitt 
entspricht, oder daß sie diesen Schnitt hervorbringt.“ Das ist jedoch 
nur ein Unterschied in der Ausdrucksweise, der das Wesen der Sache 
nicht berührt. 

Indes gibt es auch Irrationalzahltheorien, die ihrem Wesen nach 


' von der Dedekindschen völlig verschieden sind. Ebenfalls im Jahre 


1872 hat G. Cantor eine solche aufgestellt. Cantor nennt eine Folge 
rationaler Zahlen, die der Bedingung des Satzes 20 genügt, eine 
Fundamentalreihe Nun kann es vorkommen, daß eine solche 
Fundamentalreihe einen rationalen Grenzwert hat, und man kann dann 
die betreffende Fundamentalreihe als ein Äquivalent für die rationale 
Zahl ansehen, analog wie wir einen Schnitt erster oder zweiter Art als 
ein solches Äquivalent angesehen haben. Es gibt aber auch Fundamental- 
reihen ohne diese Eigenschaft, und Cantor sagt dann kraft Defi- 
nition, daß ein irrationaler Grenzwert existiert. In dieser Theorie 
sind also die irrationalen Zahlen nicht Schnitte, sondern Fundamental- 
reihen, und die von Cauchy und Bolzano nicht bewiesene Richtig- 
keit des Satzes 20 wird, wenigstens für Folgen rationaler Zahlen, 
einfach durch Definition erzwungen. Formal etwas allgemeiner, aber 
im Prinzip die gleiche Theorie wie Cantor hat schon etwas vorher 
Ch. Möray entwickelt. 

Eine dritte Irrationalzahltheorie rührt von Weierstraß her, der sie 
indes nur in Vorlesungen vorgetragen, aber nie in Druckform publiziert 
hat. Einige Andeutungen darüber hat ein Schüler von Weierstraß, 
E. Kossak, ebenfalls im Jahre 1872 gegeben. Eine neuere Darstellung 
der Weierstraßschen Theorie rührt her von V. von Dantscher. 

Schließlich wäre noch die Theorie von Paul Bachmann zu 
nennen, die sich der allgemeinen Oantorschen als eine besonders 
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handliche Spezialisierung unterordnet. Bachmann denkt sich zwei 
rationale Zahlenfolgen 
Ras Ges Unde Das Deep 
die erste monoton wachsend, die zweite monoton abnehmend, und zwar 
derart, daß d),—.a, nie negativ, aber mit wachsendem n beliebig klein 
wird. Zwei solche Folgen haben, wie sich aus den Sätzen 21, 22 er- 
gibt, einen gemeinsamen Grenzwert. Bachmann erzwingt das durch 
Definition, indem er jedes solche Paar von Zahlenfolgen als eine 
Zahl a definiert, für die er das Zeichen 
EL 
DIR b1. ba, b;, 5 
einführt. H. von Mangoldt definiert die irrationalen Zahlen zunächst 
als Schnitte, leitet dann aber für die Definition der Summe usw. eben- 
falls zu der Bachmannschen Darstellung über. 
Gegenüber der Dedekindschen haben alle anderen Theorien den 
Nachteil, daß sie für eine und dieselbe Zahl unendlich viele Darstellungs- 


formen liefern. So repräsentieren z. B. die beiden Fundamentalreihen 


ET 
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a 


, 
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obwohl sie als solche völlig voneinander verschieden sind, doch eine 
und dieselbe Zahl, nämlich 0. Daher müssen diese Theorien vor den 
Rechenoperationen auch die Gleichheit definieren und auf Grund der 
Definition die Relationsgesetze: 

1., Wenn 2 =. 1st,-30 ist auch” bg; 

2... Wenn a= 5 ;und. b== c/ist,.So ist auch”a=&£, 
erst beweisen. Bei der ‚Dedekindschen Theorie fällt das weg, da 
(zleichheit nur Identität bedeutet, wofür die obigen Gesetze von selbst 
gelten. 

Nunmehr erhebt sich folgende Frage: Wenn ein Mathematiker mit 
dem Wort „Zahl“ einen anderen Begriff verbindet als ein zweiter, 
kann denn da die Mathematik (Arithmetik) des einen dieselbe sein wie 
die des anderen ? Müssen nicht beispielsweise die Dedekindsche und 
die Cantorsche Mathematik verschiedenen Inhalt haben, derart, daß 
ein Satz, der in der einen bewiesen wird, in der anderen vielleicht 
nicht mehr gilt? Glücklicherweise ist diese Befürchtung unbegründet. 
Denn in jedem Zahlensystem muß definiert werden und wird definiert, 
was unter a<b, a-+b usw. zu verstehen ist, wenn a, 5b Zahlen des 
Systems sind; ferner müssen die Rechengesetze: a&+b=b+a usw. 
bewiesen werden. Obwohl nun die Zahlen im einen System nicht das 


gleiche sind wie im anderen, so läßt sich doch das eine System so auf 


5 


. 
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das andere abbilden, daß jeder Zahl des einen umkehrbar eindeutig 
eine Zahl des anderen als Bild zugeordnet ist, und daß diese Zuordnung 
den folgenden Forderungen genügt: „Sind a, d Zahlen des einen Systems 
und «a, £ ihre Bilder im andern System, so sind die Bilder der Zahlen 


bzw. die Zahlen 
a 
N a+Pß, ea —ß, are 


und wenn a</b ist, so ist auch a<ß.“ Hiernach muß dann jeder Satz, 
der im einen System gilt, stets auch im anderen System richtig sein. 
In der Tat ist es z. B. leicht, jeder Fundamentalreihe des Cantor- 
schen Systems einen Dedekindschen Schnitt zuzuordnen derart, daß 
die obigen Forderungen erfüllt sind; es ist derjenige Schnitt (Zahl), 
welcher der Grenzwert der betreffenden Fundamentalreihe ist. 
Darüber hinaus hat aber E. V. Huntington gezeigt, daß über- 
haupt zwei Zahlensysteme, für welche die Gesetze I bis XXI des $ 1, 
sowie die Sätze 3a Seite 25 und 10 Seite 33 gelten, stets auf eine und 
nur eine Weise so aufeinander abbildbar sind, daß den obigen For- 
derungen genügt wird. Sehr gründliche Untersuchungen in dieser 
Richtung findet der Leser auch bei Loewy. Diese Erörterungen legen 
es nahe, die Arithmetik axiomätisch festzulegen. Sowenig es in 
der Geometrie darauf ankommt, was ein Punkt ist, und was eine Gerade 
ist, sondern nur auf die in den Axiomen festgelegten gegenseitigen 
Beziehungen zwischen Punkten, Geraden usw., sowenig kommt es in 
der Arithmetik darauf an, was die Zahlen sind, sondern nur auf die 
in Axiomen zu formulierenden Beziehungen zwischen den Zahlen. 
Freilich kommt man auch bei dieser Auffassung um eine Irrationalzahl- 
theorie, wie wir sie aufgestellt haben, oder eine äquivalente nicht herum. 
Denn als Axiome kann man etwa die Gesetze I bis XXI des $ 1 sowie 
die Sätze 3a und 10 annehmen; hieraus und aus der rekurrenten Er- 
zeugungsweise der positiven ganzen Zahlen, die dem Schluß von n auf 
n+ 1 zugrunde liegt, fließt die gesamte Arithmetik, ohne daß man 
auf irgendeine Definition der Irrationalzahl zurückgreifen muß!). Diese 


1) Dazu sei bemerkt, daß wir unsere Zahlendefinition wirklich nur zum 
Nachweis der genannten Gesetze und Sätze herangezogen haben. Alles andere, 
was wir bewiesen haben und weiterhin beweisen werden, wird lediglich aus 
diesen gefolgert, ohne die Zahlendefinition nochmals explizite zu 
benutzen. — Übrigens könnte man es auch anders machen, worauf wir bei- 
spielsweise auf Seite 50 hingewiesen haben. Aber unser Weg ist nicht nur 
wegen der im allgemeinen größeren Einfachheit der Beweise, sondern, wie man 
sieht, auch vom Standpunkt der Axiomatik prinzipiell vorzuziehen. 
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Axiome sind übrigens nicht voneinander unabhängig; damit sie aber 
brauchbar sind, müssen sie widerspruchslos sein. Allein die Wider- 
spruchslosigkeit läßt sich nicht anders zeigen, als indem man wirklich 
ein Zahlensystem konstruiert, in dem die Axiome sämtlich gelten; das 
leistet eben das Dedekindsche oder sonst ein System, dessen Auf- 
stellung deshalb nicht entbehrt werden kann. 


Drittes Kapitel. - 


Potenzen und Logarithmen. 


$ 19. Die Potenz mit ganzzahligem Exponenten. 


Die Potenz mit ganzzahligem Exponenten und beliebiger Basis «a 
wird bekanntlich durch folgende vier Formeln definiert: 
A. ur: 
BB BR 9 Sr ae = Aut 
wobei die Anzahl der rechtsstehenden Faktoren gleich » ist; 


C. an], wlan ad; 


D. Ber 
Manche Autoren schließen auch in der Formel D den Wert a=0 
aus; doch ist dieser Verzicht auf den Gebrauch des Zeichens 0° nicht 


empfehlenswert!). — Aus den Definitionsformeln A bis D fließen so- 
gleich die bekannten für beliebige ganzzahlige Exponenten geltenden 
Rechengesetze: 
I ar. a" — tm, 
II. = He Higljae 
Ü 
Il. (Pr —ar", 
IV. a"b"—= (ab). 
a” A n 
V. -(#): 
ER Pr=1. 


VO. Wenn O<a<b, so ist für n>0 auch O< a" <b". 


!) Infolge dieses Verzichtes müßte man bei der bequemen und allgemein 
üblichen Schreibweise 


ee) 
Htc+,r° +... = > a. 


v—0 
den Wert & = 0 ausschließen, weil für @= 0 der erste Term unter dem Summen- 
zeichen gleich a,-0° ist. Das wäre sehr lästig. 
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In den Formeln I bis V ist «#0, 5=#0 zu denken; andernfalls 
ist hinzuzufügen, daß diese Formeln gelten, soweit die vorkommenden 
Ausdrücke einen Sinn haben. — Wir beweisen nun einige Lehrsätze. 

Satz 24. Für n=2, 3,4 ....und I+h>P0ist 

U+h>I+nh, 
und zwar Gleichheit dann und nur dann, wenn h=P ist. 
Für A= 0 ist der Satz nach VI evident. Sei also A = 0; dann ist 
I+h)”=1+2h+W>1+2h 
so daß der Satz gewiß für n=2 gilt. Nimmt man aber an, er gelte 
für einen gewissen Wert n=n, (>2), so ist 
I+h">I-+nh, 
und indem man diese Ungleichung mit der nach Voraussetzung positiven 
Zahl 1+ Ah multipliziert, ergibt sich: 
(I+hPH>(I+n.h)lI+h=1+ (m, +D)h+n,M#>1I+(m,+Dh. 
Der Satz gilt also auch für n„=n,+ I, und folglich allgemein. 
Satz 5. Füroe>list ime'=n;, 


Nn—X 
für O<jal<I ist im "=0. 
n—=Xn 


Für «>]I! kann man nämlich a=1-+h setzen, wo Ah positiv ist. 
Aus Satz 24 folgt dann: 
@=(I+h">I+nh, 


und daher: lim !—=n. 
n—Xn 


Für 0<|ja]<1 kann man lal=+ setzen, wo A positiv ist. 
Dann wird 
Le 1 1; 
SION GE Ienk 
Folglich ist lim |a”|= 0; also auch lim a" = 0. 
NnN—RD Nn—X 


Satz 26 (Wurzelexistenzsatz). Ist « eine positive Zahl, 
und n eine positive ganze Zahl, so gibt es eine und nur eine 
positive Zahl Z, für welche *=a ist. & heißt die n® Wurzel 

2 


aus a, in Zeichen: $&=Ya. Statt Ya schreibtmaneinfacherfa. 

Für n=1 ist der Satz trivial.e Für n> 1 sieht man zunächst, daß 
es höchstens eine solche Zahl & gibt. Denn wenn 0<%,<%,, so 
ist nach VII auch &7<&3,- so daß unmöglich &?=a«a und Aueleich 
&= a sein kann. 

Daß es nun wirklich eine Zahl der verlangten Art gibt, beweist 
man folgendermaßen. Da die Folge 

ee 

offenbar den Grenzwert & hat, gibt es positive Zahlen x, für welche 
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x">a ist. Sei M die Menge dieser positiven Zahlen &, und sei & die 
untere Grenze von M. Da anderseits die Folge 


1 N Yl n 7/\* 
ONCHrE 

den Grenzwert 0 hat, gibt es eine positive Zahl g, für welche "<a 
ist; g gehört dann nicht zur Menge M. Für 0<y<g ist erst recht 
y"<a, so daß auch y nicht zur Menge M gehört. Alle Zahlen der 
Menge M sind daher größer als g; folglich ist auch die untere Grenze 
& mindestens gleich g, also positiv. Wir behaupten nun, dab "=a« 
ist. Da nämlich der Grenzwert eines Produktes gleich ist dem Produkt 
der Grenzwerte (nach Seite 46, Regel 3, die ja analog für beliebig viele 
Faktoren gilt), so gilt Entsprechendes für die n® Potenz, die ja ein 
Produkt von » gleichen Faktoren ist; folglich hat man: 

lim (e-;) art, 2 n(&+ ) a 

v—Xn v 

Wäre nun erstens €" >a, so wäre auch für genügend große ganz- 

zahlige v 


7 ( =) 


Daher würde die Zahl — der Menge M angehören, und die untere 


Grenze von M müßte kleiner als & sein. Wäre aber zweitens ®”<a, 


so wäre auch 
Be 


für genügend große ganzzahlige v, etwa für »=>N. Dann wäre aber 
erst recht 


7 g Mlürer- 2 & 
6 N 
Die Menge M würde also keine Zahl enthalten, die kleiner als in 


ist; ihre untere Grenze & müßte daher en sein, was absurd ist. 


Somit bleibt in der Tat nur übrig: @X—=a. W.z.b. w. 

Die n® Wurzel aus einer rationalen Zahl ist im allgemeinen ir- 
rational. Insbesondere erkennt man: Die n® Wurzel aus einer 
ganzen Zahl D ist dann und nur dann rational, wenn D die 
n® Potenz einer ganzen aan ist. Wenn nämlich. D=9g, wog 


eine ganze (positive) Zahl, so ist \D- - 9, also rational und ganz. Wenn 
aber D nicht die n% ren einer ganzen Zahl ist, so muß D wenigstens 
einen Primfaktor p in einer nicht durch » teilbaren Potenz enthalten. Wäre 
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n 


- a i AEG 

dann JD= 7 wo a b teilerfremde ganze Zahlen sind, so wäre a"=b"D. 
In dieser Gleichung enthält aber die rechte Seite den Primfaktor p in 
einer nicht durch » teilbaren Potenz, die linke, wenn überhaupt, so in 
einer durch n teilbaren Potenz, was nicht möglich ist. 


Satz 27. Fürn=2, 3, 4... und Z+h>0ist 


rn <ırt, 
und zwar Gleichheit dann und nur dann, wenn h=P ist. 
Für A= 0 ist der Satz evident; denn da die Gleichung x"=/ nach 


VI die Lösung «&=1 hat, ist y/=1. Sei nun A = 0; dann ist wegen 
I+h>0 auch 1 
ne Re 
N N 
also nach Satz 24 


(>24 LEN 
N n 


Wäre nun + NE V7+ h, so wäre nach VII auch 


(ern 
| 


im Widerspruch mit dem soeben Bewiesenen. Es ist also I-+ "> /! +h. 


W. z.b. w. 


$ 20. Die Potenz mit rationalem Exponenten. 

Bei positiver Basis läßt sich der Potenzbegriff erweitern, indem 
man auch nicht ganzzahlige Exponenten zuläßt. Dazu dient das Hankel- 
sche Prinzip der Erhaltung formaler Gesetze. Dieses verlangt, 
dem Zeichen a’, wenn v nicht ganzzahlig ist, eine solche Bedeutung 
beizulegen, daß man mit diesem Zeichen in gewohnter Weise, d. h. 
gemäß den Gesetzen I bis VII des $ 19 rechnen kann. Ob das über- 
haupt möglich ist, wissen wir zunächst natürlich nicht; wir werden es 
aber bald sehen. 


Jede rationale Zahl läßt sich auf die Form /_ bringen, wo p, q 
ganze Zahlen sind, und speziell 9g>0. Für das Zeichen a’, wo a>0 
ist, muß dann, wenn das Gesetz III bestehen bleiben soll, jedenfalls 
die Formel P\q 

(ar) = a’ 


p q 
gelten; daher ist a +0, weil ja 0 =0 a’ wäre. Nach dem gleichen 


WER 


DA Er DE er 4.4 u.) a er > en, 2 Ez 
a BEE a DR ES Da Se a Det 5” 
a" . « Orr 5.4 IL ie N a ni ER . uw _ 73% G22 

ie. sn» = a . : rt 
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‚SS 


E 
Gesetz muß a? das Quadrat von a”, also, weil ei Null ausgeschlossen 


ist, positiv sein. Wir werden daher unter ai eine positive Zahl zu 
verstehen haben, deren g“ Potenz gleich a? ist. Nach Satz 26 gibt es 
gerade eine solche Zahl, nämlich die 9% Wurzel aus a’. Unsere For- 
derung der Erhaltung der formalen Gesetze führt daher mit Notwendig- 


keit zu der 
p 
Definition: = Yo für a>0. 
Dabei darf aber eine Schwierigkeit nicht übersehen werden, die 
darin liegt, daß eine rationale Zahl sich auf unendlich viele Arten in 


die Form setzen läß. Sei etwa 
ee (4>0,d>0). 
Dann ist nach Definition 
000.0 p Re 
a = Ya, ad — Var’ , 


und unsere Definition hat dann und nur dann einen Sinn, wenn sich 
zeigen läßt, daß die beiden Wurzeln einander gleich sind. Für p=p'=0 
ist diese Gleichheit evident, weil dann beide Wurzeln gleich 7 sind. 
Andernfalls setzen wir 


ER EEE 
Var —=3, Yar’ ls 


‚ ‚ 
gap, 7? =, 


Dann ist 


Also auch 
EI — (EUR (aP)Pp’ — PP’ — (ar’)P _- (ne p== ner. 


Da aber Fr: also Yp=gp’ ist, so folgt: ; 


Ep! — WW", 
Die positiren Zahlen £ und n haben daher gleiche (gp’)® Potenz, und 
folglich sind sie selbst einander gleich. Denn aus &<n würde z. B. 


Bleeus falls gp’ > 0:80" <n', 


falls gp <0:W <n@, also 2’ <a”, 
Somit ist in der Tat &=n, und unsere Definition des Zeichens 


p 
a? hat einen Sinn. Nun wollen ‘wir noch zeigen, daß die Gesetze I 
bis VII auch wirklich erhalten bleiben. 


Beweis zu I. Setzt man 
pi Pr 
- a1 =; a? — 
so 1st 
la, Ei A 
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also 
(&, &,)7 — Mn =nanoaf— apır Pa, 
Daher hat die positive Zahl &,&, die Eigenschaft, daß ihre g* Potenz 
gleich aPfı*® ist. Nach der Definition der Potenz mit gebrochenem 
Exponenten ist also _ 
pt pm AN 
amt eig! 277 
oder, indem man für &, und &, die ursprünglichen Werte einsetzt, 
mn m pi 
al:at=a!. ı, W.z.b.w. 
Beweis zu II ist ganz analog. Übrigens ist II auch eine Folge 
von I. Denn nach I ist 
ar. Tr — BTL ER 
hieraus entsteht, indem man durch a“ dividiert, 


mr 


Vu 
are —, 
u 
W 


und das ist das Gesetz II. 
Beweis zu III. Setzt man 
p r pr 
al=E, e ee al S=ar=t, 
so ist die Gleichung n={£ nachzuweisen. Nun ist definitionsgemäß 
ie ar, Te, AT ZESPR 
Also auch 
79= (my= (Or Fı= (= (aan 
Daher ist 7°=(%, und folglich muß n={ sein, da es nach Satz 26 
nur eine Zahl mit vorgegebener (gs)' Potenz gibt. 
Beweis zu IV. Setzt man 


p 2 
Ger. b’=n, 


so ist 
eb: 


(€ 7)? ga = aP bP’— (a b)P, 
Es ist also &7 eine positive Zahl, deren 9“ Potenz gleich (ab)? ist, 
d. h. aber: 


Daher 


> 
&7= (ab); 
oder, wenn für &, n die ursprünglichen Werte eingesetzt werden: 
pP p 
| a9.b1= (ab). W.z.b.w. 
Beweis zu V ist ganz analog. Übrigens ist V auch eine Folge 
von IV. Denn nach IV ist 


D-69er 


Perron, Iırationalzahlen. 5 
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hieraus entsteht, indem man durch 5” dividiert, 


und das ist das Gesetz V. 
Beweis zu u Nach Satz 27 für h=0 ist = 1; also 


10 — B— T = 1. WW, 2.b.w. 
Beweis zu VII. Wenn 0<a<b, so ist für p>0: 
ar <bP, 
2 P 
Wäre nun, wenn 9>0 ist, a? > b1, so wäre auch 


P\9 P\q 
a — (a:) > (3.) —bP, 
2% P 
was dem vorigen widerspricht. Es ist also a? <b2. W.z.b. w. 


$ 21. Die Potenz mit irrationalem Exponenten. 


Bevor wir die Potenz mit irrationalem Exponenten definieren 
können, müssen wir zwei Hilfssätze vorausschicken. 

Hilfssatz 1. Ist y,, %g, 73 -.. eine konvergente Folge ratio- 
naler Zahlen, so konvergiert auch die Folge a”, a”, a”, 
(a>0). | 

Hilfssatz 2. Sind y,, Ya, 73, --. und d,, du, da, ... zwei kon- 
vergente Folgen rationaler Zahlen mit gemeinsamem Grenz- 
wert 


uUmy,— un On 
1 Nn—RD 
so ist auch 


lim a'n = lim an 
n—D Nn—D (a > 0). 


Für a=1 sind beide Sätze evident, weil /” =] ist. Wir wen- 
den uns zum Fall «>! und bemerken zunächst, daß dann die Potenz 
a” zugleich mit x wächst. Denn aus <>y («&, y rational) folgt 
x —y>60, also nach den Gesetzen VII und VI: 

0:7 v> 1279 =]: 
daher oda. a7 IL): 

Ist nun g eine beliebig große positive ganze Zahl, so wird, weil die 
Folge 7], 72, 73, -.. konvergiert, nach Satz 20 für genügend grobe 
Werte von m und n 


12 Ro 
TEIGE Rn ke 
dar q 


sein. Daher auch 
1 1 


a 1 < -(’mT In < a'. 


ee N 
ns »“ . - . >» Pi > & i 2 
. ü ' , « 
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Wirda=I-+h gesetzt Kalt .C ist aber mit Rücksicht auf Satz 27 
a9 — Ye = VIrh <I+ 
folglich auch!) 


Aus dem Vorausgehenden ergibt sich daher: 


1 Pe a’m ’n < 1 + n 


‚oder, was dasselbe sagt: 


am ?n a | | ar Haie. a—I 
Da die Folge 7,, 72, 7/3, -.. Konvergiert, ist sie gewiß beschränkt; 
etwa <6, wo wir @ Fern denken an Daher ist 
NZ ar 
so daß durch Multiplikation mit der vorigen Ungleichung folgt: 


Ad — 
la’ — (Un) | a’n » a! m In — a’n |= an» | a’m In — 1 | FR Re 
. 


Dies gilt nun, wie groß auch die ganze Zahl g gewählt sei, sofern nur 
m und n hinreichend groß sind. Nach Satz 20 existiert also der Grenz- 


wert lim an. 
n—R 


Nun ist noch der Fall O<a<I zu erledigen. Setzt man dabei 


E er R 
4= 7; 50 ist 5>1, also existiert nach dem Bewiesenen der Grenzwert 


limb "", weil ja die Folge —y,, —/7g, —/73, -.. Offenbar auch kon- 
n—Rn 


_ vergent ist. Da aber 


a2 Inı pn en ph En BR Er Ir & 5) Ba 
b’r p’n b'r b 


ist, so heißt das, daß der Grenzwert lim a’n existiert. Damit ist Hilfs- 


- N=DO 
satz 1 vollständig bewiesen. 
Unter den Voraussetzungen des Hilfssatzes 2 ist auch die Folge 


/15 d,, v2 Oz, 73» 08, fg 


1 N vs 
1) Hier wird noch die Ungleichung 1447 1—d für positive d benutzt. 


Diese ergibt sich aus 
1>1- = erh 


durch Multiplikation mit der positiven Zahl 1 Daraus ersieht man zu- 


gleich, daß die fragliche Ungleichung sogar für d> —1 gilt. 
5% 


h A GT re ne er TEE N, Zr Be 8 w vr. RT 
DEE a DE > EB E 
; > r T er = B% ER; Sec) end ö Ag ne KA RG 
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konvergent; daher hat nach Hilfssatz 1 die Folge 
(1) ON a En 
ebenfalls einen endlichen Grenzwert. Gegen den gleichen Grenzwert 
konvergiert daher nach Satz 16 jede Teilfolge von (1), also insbeson- 
dere die beiden Folgen 
a FR A 
ad, a’, ad, 
womit Hilfssatz 2 bewiesen ist. 
Nun sei wieder 7,, %2, 73, -- . eine konvergente Folge rationaler 
Zahlen, und ihr Grenzwert 


Ex) 


4 In eh 


sei auch rational. Dann haben de beiden Folgen 


In I I ++: 
TEN LH AE 
einen gemeinsamen Grenzwert; das gleiche gilt daher nach Hilfssatz 2 
auch von den beiden Folgen 
FAT EEE 
OST En a 
das heißt, es ist 
lim (an) = a’, wenn um N 


n—=& 
Hk: irrationale Zahl y läßt Hohl ch Satz 23 als Grenzwert 
rationaler Zahlen 7], 7, 73, ... darstellen. Eine solche Darstellung ist 


zwar auf unendlich viele Arten möglich; aber bei allen Arten hat die 
Folge 


ET PER 
nach Hilfssatz 2 einen und denselben Grenzwert. Diesen wollen wir 
einfach durch a’ bezeichnen. Hiermit ist die Potenz bei posi- 
tiver Basisauch für irrationaleExponenten iin eindeutiger 
Weise definiert. Nach dieser Definition und der zuletzt bewiesenen 
Formel ist dann 

lim (an)= a, 

nn 


wenn die y, rational sind, während lim y„=y rational oder irrational 
n—=&X 


sein darf. 
Es ist wichtig, zu bemerken, daß auch bei irrationalem Exponenten 
die Potenz stets positiv (und nicht etwa 0) ist. Denn wenn an nV 


(7. rational), so ist die Folge 7, 75, 72 .- . beschränkt, also aa 
<= 
wo man g und @ rational denken kann. Für «>1 ist daher an >u®, 
und durch Grenzübergang folgt: 
> >0. 
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z y 1 REP 1 ER A 
Für a<I ist > I, daher —) Be ER oder a’n > a”. Also durch 


Grenzübergang: 
a>at>(. 
Endlich für a=1 ist an = 1”"—=1; also auch «=1>0. 

Wir wollen nun das HFortbestehen der Rechengesetze I bis VII 
für beliebige Exponenten nachweisen, wobei wir den Umstand benutzen, 
daß sie für rationale Exponenten bereits bewiesen sind. 

Beweis zu I. Sei y= Lim; d= limd,, wo die y,, d, rational 

N— Nn—n 


sind. Dann ist 
Ö 


an» an = a’n " Pn 
und hieraus folgt durch Grenzübergang: 
BES RW. Zu bw, 
Beweis zu II ist ganz analog. Vgl. übrigens Seite 65. 
Beweis zu III folgt im nächsten Paragraphen. 


Beweis zu IV. Sei y= lim /„ Wo die y, rational sind. ' Dann ist 


He —= (ab)n, 
und hieraus folgt durch a a 
a-.b’=(ab)r. W.z.b. w. 
Beweis zu V ist ganz analog. Vgl. übrigens Seite 65 unten. 
Beweis zu VI. Für rationale y, ist /” = 1. Hieraus folgt, wenn 


wieder m /n=Y ist, durch Grenzübergang: 1’=1. W.z. b. w. 


Belen eis zu VI. Sei O)<a<b; 7>0. Man kann dann wieder 
= lim y, setzen, wo die y, rational sind. Für genügend große n ist 
Nn=-R 


daher jedenfalls Br also auch 


9° 


nz m ’—|7— an 
2 2 
Wenn daher r eine rationale Zahl zwischen 0 und 5 bedeutet, so ist 


‘ für genügend große n auch „„>r>0. Folglich wegen I<a<b: 
nr <b’nT " 
ar <öur. 
Geht man in der ersten Ungleichung zur Grenze über, so kommt: 
un EDR; 
und hieraus durch Multiplikation mit der letzten Ungleichung unter 


Benutzung des bereits bewiesenen Gesetzes I: 
ar<br, W.z.b. 


> IRRE ITERT, RB Se en han. ST ca Den 
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$ 22. Einige Lehrsätze über Potenzen. 


Wir wollen über die elementaren Gesetze I bis VII hinaus noch 
einige wichtige Sätze beweisen. _ 

Satz 28. Wenn a>1/1,so wächst ar mity. Wenn O<a<l1, 
so nimmt a’ mit wachsendem y ab. 

Es genügt, den Satz für a«>1 zu beweisen; den Fall a<]/ führt 
man dann mittels der Substitution a, auf diesen zurück. Wenn 
nun 7>6, so ist „—0>0, also nach VII und VI 

ne 
also auch mit Rücksicht auf I: 
a = od. Ve TE a, | 

Satz 29. Wenn 7>0, so wächst @ mit a(>0). Wenn 
y<60(0,so nimmt a’ mit wachsendem a ab. 

Für 7>0 deckt sich die Aussage dieses Satzes mit dem Gesetz VII. 
Für <0 folgt aus O<a<b nach dem Gesetz VII: 

Le 
weil ja —y>0 ist. Indem man diese Ungleichung mit a’ 5’ multi- 
pliziert, kommt: 


br’ <a’. W. z.b. w. 
Satz 30. Wenn lim y„=y,soist auch lim an = a’ (für a> 0). 
N—RD Nn—RD . 


Für rationale 7, ist dieser Satz schon im vorigen Paragraphen ent- 
halten. Um ihn allgemein zu beweisen, bemerken wir zunächst, daß 
er für a=]1 trivial ist. Wir wenden uns zum Fall a>I1. Bedeutet 


g eine beliebig große positive ganze Zahl, so ist für genügend große 
Werte von n 


1 N 
EN 
Daher nach Satz 28 


1 1 
a IT ZART OR: 


Setzt man a=1-+.h, so folgt hieraus (vgl. Seite 67 oben): 


h- a—l1l 
lan r— 1|< — = —— 
e q q 
Daher ist im an 7” =1; also auch 
Nn—QD 
lim an = lim (a an) = a’. liman ?=a’.-1=d. 
NN N==88) Nn—Rn 


Den Fall «<1I endlieh führt man wieder durch die Substitution 


b 


1 RE x 
a—=— auf den vorigen zurück. 
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Wir sind jetzt in der Lage, den Beweis für das Gesetz III: 
(ar)? ne ar? 
nachzutragen. Für d=0 ist die Formel evident. Nun sei zunächst 


d rational und positiv: d= P Setzt man dann 


q 
p vr» 
N EEHITEN; 


so muß gezeigt werden, daß &=n ist. Nun hat man einerseits: 


EZ ON RITTER ar?,. 
a PER | 
p 
anderseits auch: 
TR ET RE ARE FIR 2 
mat =alratı, al! =aIr eg ae gr 


[m 


Daher ist @=n1; also auch &=n, weil es nach Satz 26 nur eine 
Zahl mit gegebener g‘” Potenz gibt. 
Ist d rational und negativ, so sei d=—-4. Dann ergibt sich unter 
Benutzung des bereits Bewiesenen: 
i 1 4 R 5 
EEE 
Schließlich sei d irrational. Man kann dann d= lim d, setzen, wo 
n— aD 
die d, rational sind, und erhält, da für rationale d die Sache schon 


bewiesen ist: 


(ar = lim [(a)n ]= lim[a’n] = a”, 
letzteres nach Satz 30, da ja lim yd,=yd ist. 
Nn—D 


Satz 31. Wenn im a,„=a>0, so ist auch lim a/=«'. 


Nn—R Nn—D 
Für =0 ist der Satz trivial; sei also == 0. Bedeutet dann & 
eine positive Zahl, die <a’ und im übrigen beliebig klein ist, so 
setzen wir : { 
(r—eY=b, (a+te)fr=c. 
Nach dem soeben bewiesenen Gesetz III ist dann 


(1) =a—e d=a-+e 
Daher b’<a’<e. Für 7>0 ist also nach Satz 29 
000; 
für 7<0 dagegen umgekehrt 
b>a>c. 


In beiden Fällen müssen die Zahlen «a,, da sie den Grenzwert a haben, 

von einem gewissen n an zwischen 5 und c liegen. Nach Satz 29 

liegt dann auch a/ zwischen b’ und c’; das heißt mit Rücksicht auf (1): 
a — e<al<at+te. 
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Da äber & beliebig klein sein darf, so besagt das: 


lim a{=w. - W.z.b. w. 
n—Rn 


Die Sätze 30 und 31 sind als Spezialfälle enthalten in dem all- 
genleineren 


Satz 32. Wenn lim a„u=a>0 und lkimy,„=7, so ist auch 
n—n s n=D 
lim d,n dl, 
n—& . 
Um diesen zu beweisen, bemerken wir, daß für genügend große 


Werte von n jedenfalls Sa < a„<2a ist. Daher nach Satz 29 


rn rl Im rl In rl 
B «) <a <(2a) 
Die beiden äußeren Glieder dieser Ungleichung haben aber nach Satz 30- 


0 
die Grenzwerte (3.) —=1 und (2a) =]1:; also ist nach Satz 19 auch 


lim a, \=1. 
n=—n 
Daraus folgt weiter: 
I 
lim a, \nrl= lima,—— = -1l. 
n—RD N—R mr 1 
Diese beiden Gleichungen zusammen lehren nun: 


km aan ?=1. 


Nn=R 
Da aber nach Satz 31 auch lim a,’ = a’ ist, so folgt durch Multiplikation: 
Nn—RO 
lim a,n — lim (a, - an N)=ar-1=a. 
n—R Nn—D : 


Satz 33. Wenn a,>P0, aber lim a,„=(, so ist für positive 
y auch lim a! = 0. 
Bedeutet wieder e eine beliebig kleine positive Zahl, so setzen wir 
1 


EN, 
Dann ist für genügend große Werte von n gewiß a„<b; also nach 
Satz 29 auch | 
Vz HER 
Das heißt aber: ima’=0. W.z.b. w. 
n—R 


Auch der Satz 33 läßt sich ähnlich wie der Satz 31 erweitern: 


Satz 34. Wenn a,>0, aber lim a,=0, wenn ferner limy, 
n=n n—=X 


=y7>0, soist auch ma, =0. 


n—D 
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Für große Werte von n ist nämlich a,<I und m>Sr Daher 


nach Satz 28: 


1 
0 <<, a,'n ne a: - 
Nach Satz 33 ist aber lim a,’ = 0; also erst recht lim a,’n = 0. W.z.b. w. 
n—XQ n—=n 

Der Satz 33 legt es nahe, für „> 0 auch das Zeichen 0” zu ver- 
wenden, und zwar in der Bedeutung: 

(2) "=0 füry>0, 
die übrigens für ganzzahlige 7 nichts Neues ist. 

Wir wollen in diesem Buch den allgemeinen Begriff der stetigen 
Funktion nicht einführen. Da er aber den meisten Lesern ohnedies 
vertraut sein wird, so sei bemerkt, dab der Satz 30 nichts anderes 
besagt als: a’ ist für a>0 eine stetige Funktion von x. Ebenso 
ist der Satz 31 gleichbedeutend mit: «’ ist für 2£>0 eine stetige 
Funktion von x. Und nach Satz 33 bleibt, wenn 7>(, die Stetig- 
keit von x” auch an der Stelle «= 0 bestehen, sofern man die De- 
finitionsformel (2) annimmt. Schließlich besagt der Satz 32 soviel wie: 
x/ ist für 2>0 eine stetige Funktion der beiden Variabeln 
x und y. Auch für £=0, y>0 bleibt nach Satz 34 die Stetigkeit 
bestehen, wenn man wieder die Formel (2) annimmt. 

Dagegen ist die Funktion 0® nur für £>0 stetig, und zwar hat 
sie den konstanten Wert 0; an der Stelle &«= 0 aber ist sie unstetig, 
weil 0 =] ist. Wollte man, um die Stetigkeit zu erzwingen, lieber 
zu der Definition 0°= 0 seine Zuflucht nehmen, so würde das bei der 
Funktion x’ eine Unstetigkeit an der Stelle ©=0 zur Folge haben. 


- Das ist der Grund, warum manche Autoren das Zeichen 0° überhaupt 


verbannen wollen; vgl. S. 60. 
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Seien « und « zwei positive Zahlen. Wir fragen, ob es eine 
Zahl & gibt, welche die Gleichung a’=u löst. 

Wenn a=]/ ist, gibt es eine solche Zahl & offenbar nicht, außer 
wenn auch «=]I/, und dann ist jede Zahl eine Lösung der obigen 
Gleichung. Von diesem trivialen Fall sehen wir jetzt ab; sei also a #1. 
Dann sieht man zunächst, daß es höchstens eine solche Zahl & gibt: 
denn aus &=+n folgt nach Satz 28 jedenfalls a =+ a”, so daß nicht 
beide Potenzen gleich « sein können. 

Nunmehr zeigen wir, daß es wirklich eine solche Zahl & gibt. Sei 
zunächst @>]I1. Dann ist nach Satz 25 
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lime'=o, 
n—n 
lın a" = lim (= 0 
n—R n=RON\ : 


Demnach gibt es gewiß einen Exponenten n=n, derart, daß 
am >u, ao <U 
ist. Sei M die Menge derjenigen Zahlen x, für welche @«”>u ist; daß 
es solche Zahlen x gibt, lehrt das Beispiel —=n,. Jede Zahl der 
Menge M ist gewiß größer als —n,, weil für e<—.n, ja 
a < ao <u 
wäre. Die Menge M ist also nach unten beschränkt und hat daher 
eine untere Grenze & Wir behaupten nun, daß a’—=u ist. Zunächst 
ist nämlich nach Satz 30 
lim ni —a, lm ae a’. 
n—n Nn—RD 
Wäre nun «@ >u, so wäre für genügend große ganzzahlige n auch 


= l 
an D>u, 


Daher würde die Zahl = der Menge M angehören, und die untere 


Grenze von M müßte kleiner als & sein. Wäre aber a°<u, so wäre auch 


Be 
für genügend große ganzzahlige n, etwa für n>N. Dann wäre aber 
nach Satz 28 erst recht / 


a<u für a<8+2 
Die Menge M würde also keine Zahl enthalten, die kleiner als e 


ist; ihre untere Grenze & müßte daher >2-+ sein, was absurd ist. 


Somit bleibt in der Tat nur übrig @ =u. W.z. b. w. 
Für O0<a<1 beachten wir, daß die Gleichung a = u gleichbe- 


deutend ist mit 
= 
€ ei 


Ä BER L, : 
welche nach dem Bewiesenen eine Lösung hat, da ja > ist. 


Die hiermit als eindeutig existierend nachgewiesene Zahl &, für 
welche a’=u ist, nennt man den Logarithmus von u zur Basis a, 
in Zeichen: 

&=log u. 
a 
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Der Logarithmus ist damit für jede positive Zahl « definiert. Als Basis 
kann jede positive Zahl dienen mit Ausnahme der Zahl /. Wenn über 
die Basis kein Zweifel besteht, oder wenn es nicht auf sie ankommt, 
läßt man sie in Formeln meistens weg und schreibt einfach: 
£=log u. 

Umgekehrt nennt man « den Numerus von &, wofür sich an 

manchen Orten die Bezeichnung 
uw=Num log & 

findet. Da aber Num log & hiernach nichts anderes als «a® ist, so er- 
weist sich diese Bezeichnung als überflüssig, und wir wollen sie, zumal 
sie die Basis nicht erkennen läßt, nicht weiter verwenden. 

Für die Logarithmen gelten die folgenden Rechengesetze: 


E log (uv)=log u+ log v. 
I. log — = log uv— log v. 
II. log wW = y.log u. 
It: log 1=0. 

V. loga=1. 

log u 
l ae 

en de log b 


Die Formeln I bis IV gelten für jede Basis; nur muß natürlich 
bei allen Logarithmen, die in einer dieser Formeln auftreten, die Basis 
die gleiche sein. 

Beweis zu I. Setzt man 

logu=:, lgv=n, 
so ist, wenn « die Basis bezeichnet, nach der Definition des Logarithmus 
Dr 
also auch a" "=a°.a"=uv, und folglich 
log uv)=s+n. 
Setzt man hier für & und n die ursprünglichen Werte ein, so kommt: 
log (uv)=log u-+ log v. W. z. b. w. 

Beweis zu II ist ganz analog. Übrigens ist II auch eine Folge 

von I. In der Tat lehrt das Gesetz I: 


log u= log (#.») = log + log v, 
und das ist eben das Gesetz II. 
Beweis zu III. Ist wieder a die Basis, und setzt man 
logu=S, 
so ist @ =u; also auch 
ar (a’)r ul, 


24’ 
2. Male 


a a BE BE re Via le 5 a 2 a a a a ee a an ER A” 
a Sn Dale a a rl ? ee 
“A € e ZIERT rn “ . cl .rr a 2 . + vs Pan, 


76 III. Kap. Potenzen und Logarithmen. 


und folglich 
log (uU)=!7=yE. 

Setzt man für & den ursprünglichen Wert ein, so kommt: 
log (w)=7:-log u. W.z.b. w. 


Beweiszu IV und V. Die Gleichungen a =] und a”= a haben 
die Lösungen &=0 und „=1. Daher ist 
log.-1=0, log a=1. WE 2z.-.b.. w. 


Beweis zu VI. Da b in dieser Formel als Logarithmenbasis 
auftritt, so muß b=]1 sein. Setzt man nun 
ogu=t, logob=n, 
; b a 
so ıst 
F=u d'=b. 
Daher 7 =+ 0, weil sonst b=a°=1 wäre. Weiter ist 
u-b= (a): — a, 
Also auch 
n&= log u. 
a 
Da n=+ 0, so kann man diese Gleichung durch n dividieren, und erhält 
dann, wenn man für & n die ursprünglichen Werte einsetzt, gerade die 
zu beweisende Formel. 


Ein bemerkenswerter Spezialfall von VI ergibt sich für b= = 
(la dann 
09 log I — 109 a=0—l1=—1 
ist, so erhält man 
VII. 107 u — [9 u. 


Wir wollen nun noch einige Lehrsätze beweisen. 


Satz 35. Ist die Basis a größer als /, so wächst der 
Logarithmus von u zugleich mit «. Ist die Basis a kleiner 
als /, so nimmt der Logarithmus von vu mit wachsendem x ab. 


Wegen Formel VII genügt es, den Satz für «>/ zu beweisen. 

Sei u <v, und 
logu=s: lygv=n, 
also auch 
e=u W=v. 

Wäre nun logu>log v, also &>n, so wäre nach Satz 28 auch a > a”, 
oder also «>», im Widerspruch mit der Voraussetzung. Daher ist 
logu<logv. W.z. b. w. 


7 « . - 
% Da 


7 
% 
> 
- 

’ 
h 


an Fra U 5 
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Satz 36. Wenn die positiven Zahlen «,, 4, 4, ... einen 
positiven Grenzwert 


lim u, = u 
n—=n 


haben, so ist auch 
lim (log u,„) = log u. 

Der Satz besagt soviel wie: log«x ist für >00 eine stetige 
Funktion von &. Um ihn zu beweisen, sei wieder a die Basis. 
Bedeutet dann &e eine beliebig kleine positive Zahl, so werden die 
Zahlen «,, da sie den Grenzwert w=u-a” haben, für genügend große 
Werte von n gewiß zwischen «-a”* und u-a*® liegen. Nach Satz 35 
muß dann der Logarithmus von «, auch zwischen den Logarithmen von 
u.a” * und u-a® liegen; daher ist 

log u— e = log (u-a”*)< log u„<log (u. a°) = log u+ e, 
oder also 
log u, — log ul< €, 
woraus die Behauptung folgt. 
Satz 37. Für im w=» ist 


n—=oQ - 
_ |», wenn a>], 
Sr (log Bi wenn a<l. 
Wegen Formel VII genügt es wieder, den Beweis für a>]1 zu 
führen (für a<1 ist dann die Regel 7 Seite 48 anzuwenden). Da 


lkimu, =», so ist, wenn @ eine beliebig große Zahl bedeutet, für 
n—D 
genügend große Werte von n gewiß 
af; 
Daraus folgt aber nach Satz 35 
log u„> log (a)=G, 


also in der Tat: lim (log u,)= ». 
nn 


Satz 38. Für „>0 und kimw=0 ist 
n—n 


m (109 n) — —a, wenn a>], 
n=o \ a 160 wenn:a=<.l: 


Offenbar ist tim E = o (vgl. Regel 9 Seite 48). Daher nach Satz 37 


n—=0 U, 
1; ( 1)=- ©, wenn d>], 
And In,  I\—o, wenn a<l1. 
Da aber | 
1 
log—=log 1T— log u„= —log u,, 
a n a a q 


so folgt hieraus die Behauptung mit Hilfe der Regel 7 Seite 48. 
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$S 24. Logarithmentafeln. — Natürliche Logarithmen. 


Zur praktischen Verwertung der Logarithmen hat man diese be- 
kanntlich in Logarithmentafeln tabelliert. Nichts ist leichter als 
die Berechnung einer solchen Tafel, wenn man nur eine zweckmäßige 
Basis wählt. Bei einer vierstelligen Logarithmentafel wird man bei- 
spielsweise verlangen, daß man für die Logarithmen 

0,0000 
+ 0,0001 
+ 0,0002 


+ 0,0010 


die zugehörigen Numeri aus der Tafel entnehmen kann. Bezeichnet 
man den zum Logarithmus 0,0001 gehörigen Numerus mit b, so erhält 
man die folgende Tabelle: 


2 | Iggz 2 | dogz 

1 | 0,0000 b! | — 0,0001 
b | 0,0001 b°?  — 0,0002 
p? | 0,0002 —ı- 
a ee b-10. —. 0,0010 
b! | 0,0010 —_— | 


Für jeden Logarithmus mit vier Dezimalstellen ist also der Numerus 
in der Tat bekannt; man hat bei willkürlicher Annahme von 5b nur 
nötig, die sukzessiven Potenzen von b auszurechnen, und die Logarith- 
. mentafel ist fertig. Die Basis « dieses Logarithmensystems ergibt sich 


dann aus der Gleichung 


also ist 
a = b10000, 

Wir wollen nun die Zahl 5b möglichst zweckmäßig wählen. Von 
einer vierstelligen Logarithmentafel wird man erwarten dürfen, daß 
auch die sukzessiven Numeri, deren Logarithmen die Tafel gibt, eine 
Differenz von 0,0001 aufweisen. Das wird in möglichst vollkommener 
Weise erreicht, wenn man 

(1) b=1 0,0001 
wählt. In der Tat sind dann z. B. beim oberen Vorzeichen die sukzes- 
siven Numeri, auf vier Dezimalen abgerundet, die folgenden: 


a 
er te: 200 
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1 = 1,0000 b-1 = 0,9999 
— 1,0001 b? = 0,9998 
b2 = 1,0002 5 = 0,9997 
b!’ = 1,0010 | b710— 0,9990 


und eine geringe Abweichung von dem hier erkennbaren Gesetz macht 
sich erst bei hohen Potenzen bemerkbar. Beispielsweise wird 
6720202 2 059802 
DEU 203 ber 1,9801 
DI LU51g | a ea 


DON T,0574 Deal JaLL. 
Die Basis unseres Logarithmensystems ist dann 
2 TIOEFAEN RN 
2) -(1 + em 


Wählt man in (1) das untere Zeichen, so ist b= 0,9999, und als 
Basis erhält man die Zahl 

0 10000 Kerpen 

welche annähernd gleich dem reziproken Wert der vorigen ist. In der 


Tat ist ja mit Berücksichtigung von Satz 24 


1 7 10000 / 1 10 000 - 
+ 700) on) 


( 1 IE ooo| <I ; 
100 000 000 au 70000 


Die Verallgemeinerung dieser Methode liegt auf der Hand; will 
man z. B. eine siebenstellige Logarithmentafel berechnen, so werden 
sich die beiden Zahlen 


EL 37 10 000 000 
i —- 10 000 000 


die mit großer Annäherung reziproke Werte voneinander sind, am 
besten als Basis eignen. Allgemeiner wird man folgendermaßen ver- 
fahren. Man nimmt eine beliebige (sehr große) positive ganze Zahl n 


und wählt die Zahl (1 + =) oder auch (1 =) als Basis eines Log- 


= 0,9999. 


$) 


arithmensystems. Im ersten Fall erhält man die nachstehende Log- 
arithmentafel: 


80 IlI. Kap. Potenzen und Logarithmen. 
( 2 ‚log z | 2 |log z 
—1 

|? | ea 

78 SL N N 

| N N nu 2 

(8) 12| 2 ö ae Fe 
1+-)| Z 

SIE Her 

11 3 ( a 3) =” 
BEE 

n N See en Se 


Diese hat zwei Vorzüge: erstens folgen sich die Logarithmen, 
deren Numeri durch die Tafel bekannt sind, sehr dicht (im Abstand 2.) i 
zweitens folgen sich auch die Numeri, deren Logarithmen durch die 
Tafel bekannt sind, sehr dicht ( Quotient =I-+ er Offenbar werden 


diese Vorzüge um so größer, je größer man die Zahl » wählt; die 
Logarithmen mit bekanntem Numerus und ebenso die Numeri mit be- 
kanntem Logarithmus rücken dann immer enger zusammen. Es liegt 
daher nahe, die Zahl n über alle Grenzen wachsen zu lassen und als 
Basis den Grenzwert 

(4) um 7 re z) 

n—n N 

zu wählen, dessen Existenz wir im nächsten Paragraphen nachweisen 
werden und einstweilen als feststehend ansehen wollen. Dieser Grenz- 
wert wird stets mit dem Buchstaben e bezeichnet; die Logarithmen 
mit der Basis e nennt man natürliche Logarithmen. Nach den 
vorstehenden Überlegungen gewährt das natürliche Logarithmensystem 
die größte Aussicht dafür, daß diejenigen Logarithmen, deren Numeri 
man leicht angeben kann, sich „unendlich dicht“ folgen; man wird also 
hoffen dürfen, daß man schließlich zu jedem Logaritnmus den Numerus 
verhältnismäßig leicht finden kann, und damit auch umgekehrt zu jedem 
Numerus den Logarithmus. In den nächsten Paragraphen werden wir 
sehen, wieweit diese Hoffnung in Erfüllung geht. 


Die gleichen Überlegungen lassen sich an die Wahl der Zahl 
(7 5) als Basis anknüpfen. Man wird dann dazu geführt, den 


Grenzwert 


(5) im 2 2 =) 


n—X 
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als Basis eines Logarithmensystems zu wählen. Da aber aus Satz 24 
die Ungleichung 


folgt, so ist 


+) 

n 
Die äußeren Glieder dieser Ungleichung haben den Grenzwert = folg- 
lich ist nach Satz 19 auch der Grenzwert (5) wirklich vorhanden und 


gleich =. Die Logarithmen mit dieser Basis sind also mit Rücksicht 


auf die Formel VII des vorigen Paragraphen absolut gleich den natür- 
lichen Logarithmen, jedoch von entgegengesetztem Vorzeichen. Es 
kommt also bei den Basen (4) und (5) im wesentlichen dasselbe heraus. 

Übrigens ist es nicht schwer, wenn einmal die Logarithmen für 
eine bestimmte Basis bekannt sind, nachträglich auch die Logarithmen 
für eine beliebige andere Basis daraus herzuleiten. Dazu dient das 
Gesetz VI Seite 75, nach welchem nur nötig ist, die Logarithmen 
zur Basis a alle durch die Zahl log 5 zu dividieren, um die Logarith- 

& 


men zur Basis 5 zu erhalten. 

In das Verdienst, die Logarithmen erfunden zu haben, teilen sich 
der Schweizer Jobst Bürgi und der Schotte John Neper (heute 
meist Napier geschrieben). Beide hatten etwa gleichzeitig und unab- 
hängig voneinander die Idee, den Gliedern einer geometrischen Reihe 
die Glieder einer aritlımetischen Reihe zuzuordnen, wodurch Multi- 
plikation auf Addition, Division auf Subtraktion zurückgeführt wird. 
Damit haben sie im Prinzip eine Logarithmentafel hergestellt, wenn 


ihnen auch der Begriff der Basis und der durch sie vermittelte Zu- 


sammenhang von Numerus und Logarithmus zunächst fremd war. Es 
ist nun historisch interessant, daß beide Erfinder bei der Berechnung 
ihrer Tafeln ganz den hier angegebenen Weg eingeschlagen haben. 

Die Tafel von Bürgi erschien im Jahre 1620; sie enthält genau 
unser Schema (3) und zwar für n= 10000; nur daß zur Vermeidung 
von Brüchen die Zahlen der ersten Spalte, also die Numeri sämtlich 
mit 108, die Logarithmen mit 10° multipliziert sind. Am Wesen der 
Sache ändert das nichts, so daß Bürgi im Prinzip eine Logarithmen- 
tafel für die Basis 


Perron, Irrationalzahlen. 6 
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1 10 000 
( 3 on: 


konstruiert hat. Diese stimmt mit dem Grenzwert e in den drei ersten 
Dezimalen überein; die Bürgischen Logarithmen sind daher mit ziem- 
licher Annäherung gleich den natürlichen. 

Die Tafel von Neper erschien bereits 1614. Nähere Ausführungen 
über die Art der Berechnung gab nach Nepers Tod dessen Sohn 
Robert heraus. Auch die Nepersche Tafel ist nach der obigen Methode 
konstruiert, und zwar für n=10000000. Jedoch hat Neper das 


negative Vorzeichen, also 11 gewählt, damit die Logarithmen 


der Sinus von Winkeln, also die Logarithmen echter Brüche positiv 
ausfallen. Die Nepersche Tufel ist daher im Prinzip eine Logarithmen- 


tafel für die Basis 
1 10000 000 
1- 10 unarm| ? 


Diese stimmt mit dem reziproken Wert von e in en sieben ersten 
Dezimalen überein, so daß die Neperschen Logarithmen absolut mit 
großer Annäherung gleich den natürlichen, aber von entgegengesetztem 
Vorzeichen sind. Übrigens sind auch in der Neperschen Tafel die 
Numeri und Logarithmen zur Vermeidung von Brüchen mit einer Potenz 
von 10 multipliziert, und zwar beidemal mit 10. 

Die natürlichen Logaritnmen werden heute vielfach auch als 
Nepersche Logarithmen bezeichnet, was aber dem Gesagten zufolge 
nicht korrekt ist. 


$S 25. Grenzwerte für e* und log y. 


Nach den Erörterungen des vorigen Paragraphen muß unsere nächste 
Aufgabe darin bestehen, die Existenz des Grenzwertes 


IN 
(4) Dr i + 5) 
nachzuweisen. Nun ist die Folge 
a : 1\3 - 7\4 


monoton wachsend. Denn der Quotient von zwei aufeinanderfolgenden 
Gliedern ist 


BT a+1 7 n+1 
5 Een UBER LE Zr PEN 
244). Ba n) \(n+1)% | n)' 


da aber mit Benutzung von Satz 24 
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n"+2n ea: a n- El a Er N 
(er +22) An) n+1I n+1 
ist, so folgt hieraus: 


] 1 n+1 
| ji n+ 1) N 1 
PETTTER > -— 3: 1 -H a —] 
(24 .) n N 


Ebenso ist auch die Folge 


EN® I. 5% 
2 ih lei 
monoton wachsend. Denn es ist, wieder mit Benutzung von Satz 24, 


n—+1 n+1 
rn RR 
n+1l 


® n+1 A a: Ä 
a) de 
N 


Fer 


er a: Du, 
=(! En u), ae 
Aus dem monotonen Wachsen der Folge (3) ergibt sich: 


1 N: I\" 
4-3) <[2—;) VE ae: 


Daher ist auch 


oder also 
(i un =) <4, 


Somit bleiben die Zahlen der en wachsenden Folge (2) alle kleiner 
als die Zahl 4. Nach Satz 21 ist diese Folge also konvergent, d.h. 
der Grenzwert (1) existiert. Zugleich ergibt sich: 
225=(1435) <e<&; 
eine genauere Berechnung der Zahl e werden wır im nächsten Para- 
graphen durchführen. 
Aus der Gleichung (1) folgt auch: 


( Mi 1 "+1 
LER ER n + ) Re 
(4) lım (7 + en) = ! EFT NE 


nr n 
(5) lım ( + =) = lim ( + -) (7 + .) = e:l=e, 
n n N 


6* 
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Sei nun 4, 4y, Ga, ... irgendeine Folge, für welche lim a, =» ist. 


no 
Bezeichnet man dann mit g, die größte in «a, enthaltene ganze Zahl, 


so ist auch im 9, =». Außerdem ist offenbar 
n—RD 


| VERRE, | I\ I\! 
ee 
Läßt man n über alle Grenzen wachsen, so streben die beiden äußeren 
Glieder dieser Ungleichung dem Grenzwert e zu [nach (4) und (5) 


und nach Satz 16]. Nach Satz 19 ist daher auch 


MENT I\en ee 
(6) im\l+—) =e fürim,=»%: 
NR q, . n—D 
Eine ähnliche Formel ist die folgende: 
I \en ee 
(7) im\lI+—-) =e flürim,=—ıa%. 
n—=D N) n—=X 
Um sie zu beweisen, setzen wir a,=—b,; dann ist lim b,= » ; also 
n—D 


nach dem Bewiesenen zunächst 


by, 
lim (7 + = es 


n—=n\ b 
Andererseits ist aber mit Benutzung von Satz 24 


1 
1\n 1\d, TAB 
en 


db, 
also: 
I \0n 
1+,)"<(2-7) " war 
een 
b 


N 


Da die äußeren Glieder dieser Ungleichung nach (6) den Grenzwert e 


haben, so ist auch 
u I\ On 
lim Een —H 


NO \ b, 
womit Formel (7) bewiesen ist. Nebenbei folgt hieraus noch, daß die 


x T . . .. . . . 
Folge (3) den Grenzwert — hat, wie wir übrigens auch im vorigen 
e 


Paragraphen bereits gesehen haben. 
Nun sei wieder qa,, @,, Qs, ... eine Folge, für welche lim a, =» 
[0 .6) 


n= 
ist. Bezeichnet dann x irgendeine von Null verschiedene Zahl, so ist 
] ©, wenn 2>0 
n—— 
n=w0 & — ao, wenn 2<ß. 
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. . A, x . 
Nach (6) und (7) ist daher, indem man dort —" an Stelle von «a, schreibt, 
XL 


Ay 


lim „(2 - 2, ar 
A, 


NND 


Daraus folgt aber mit Benutzung von Satz 31: 


oder also: 
(8) e'= lim E 4 ) ; für im a, = &., 
A, ’ n—= 0 
Bei der Herleitung dieser Formel war x == 0 vorausgesetzt: sie gilt aber 
offenbar auch für = 0, weil dann beide Seiten gleich / sind. Speziell 
für a,=n kommt: 
(9) —= lim M + - r): 
n—D 
Setzt man e’=y, so Ist «= logy, indem mit ‚log‘ von jetzt an 
stets der natürliche Logarithmus bezeichnet wird. Die Formel (9) 
nimmt dann die Gestalt an: 
(10) — lim ( + tg — 
n—=D 
Damit bestätigt sich unsere im vorigen Paragraphen ausgesprochene 
Erwartung, daß wir zu jedem Logarithmus x = log y den Numerus 
e"—=y angeben können; zunächst allerdings in der Form eines für die 
praktische Ausrechnung nicht sehr bequemen Grenzwertes, den wir 
aber bald umformen werden. Jedoch wollen - wir zuerst auch umge- 
kehrt eine Formel herleiten, die uns log y liefert, wenn y gegeben ist. 


Sei Cı, 62; Ca, ... eine Folge positiver Zahlen, für welche lim ce, = » 
n=o 


ist. Bedeutet dann y eine positive Zahl, und zwar y=# I, so ist 
-[>]1. wenn y>1. 
7 wenn y<1. 

Der Bruch 


(11) nn 
yn—1 
hat also einen Sinn und ist positiv oder negativ, je nachdem y größer 
oder kleiner als 7 ist. Da nach Satz 30 
2 

imy"=yW=1 

n— XD 
ist, so folgt weiter: 


rer > EU WA Di PA 7 PA JE um. ee: = Ze re er N Eh 
EB Fa SPr a has Beer a a a N Ne e 
N U a Ä 217? el Max: era > er Ds u Ve Ele he Per 3 ? 
. N EN, Zn rs r ERREN ER ee FERNE I. 
i 2ER ; ” n Ma EN y 5 Re 
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: ©, wenn 1 
imo, iR IR 
n=0 — a9, wenn y<]1. 


Daher strebt die Zahl 


a INTG a 
en Re Se, 1 N 
BR () RS (22) 


nach (6) und (7) mit wachsendem n dem Grenzwert e zu. Ihr Log- 
arithmus hat dann nach Satz 36 den Grenzwert log e=1; somit ist 


lim & log v) -—ı 


n— N n 
Oder also: 
e C, 

logy= ie Be 

Setzt man für a, den Ausdruck (11) ein, so kommt: 
- 2 
(12) log y= lim (vr -1) für lim, =». 
n=R n—X 


Bei der Herleitung dieser Formel war y =+# I vorausgesetzt; sie gilt aber 
offenbar auch für y= I, in welchem Fall ja beide Seiten gleich 0 sind. 
Mit (12) haben wir die gewünschte Formel gewonnen, die uns zu jeder 
positiven Zahl y den natürlichen Logarithmus log y liefert; allerdings 
wieder in der Form eines für die praktische Ausrechnung ungeeigneten 
Grenzwertes, der aber doch als Ausgangspunkt für die Gewinnung be- 
quemerer Formeln dienen kann. Speziell für c,=n kommt: 


(13) log y= lim n(yy —1). 
n=- Rn 


$ 26. Die Exponentialreihe. 


Wir wollen jetzt aus der Gleichung (9) des vorigen Paragraphen 
eine zur numerischen Rechnung geeignetere Formel herleiten. Nach 
dem binomischen Satz ist 


z HD) 


wobei das Zeichen ( die folgende Bedeutung hat: 


N 
(0) (1)=7="- 
m n(n—l)...nm—v+]) m 
Messe a 
Nun sei x in (1) eine ganz beliebige Zahl. Man wähle dann eine 
positive ganze Zahl p, und zwar so, daß 


are 
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(2) p+2>|x]| 
ist, und nehme die Zahl n großer aıs »p an. Dann ist 


+2 a 
n v n R n 
| 
also auch 


r—p-+1 
ZEN T e\? Q 
n 
Br rs eieD 
r +—( v=p+1 
Für »>2 ist aber 


et 


n 
so daß aus (3) weiter folgt: 


p 
Kr _Nr\(2V Se 
SET 
. y— +—7+1 
Be RE 
= 1.2...(p+D p+2 (p+2% 7" (p+ 2a 


N | = 
ERSTE p+2 
FIRE DNGeel: : 


Weil p+2>|x| angenommen ist, kommt also schließlich: 


TBB ANER N SVLAUSSEHHE Tan 1 
(4) +5) a S12..@+2., DR 
ie p+2 
Diese Formel gilt, sobald n>p ist. Daher kann auch der Grenz- 
wert der linken Seite fürn=», falls er existiert, nur höchstens gleich 
der rechten Seite sein (nach Satz 18 und 17). Dieser Grenzwert 
existiert aber, da jedes der p-+2 auf der linken Seite vorkommenden 
Glieder für sich einen Grenzwert hat. In der Tat ist nach Formel (9) 
des vorigen Paragraphen 


ferner ist 
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und für v=2,3,4,... (vgl. das Beispiel Seite 48 für y=qg=») 
BE a ER in, REED. 
(7) (5) EUR n” DD 

Führt man die Abkürzungen 

Wen Hk 

ll. Dee) 
ein, so lassen sich die drei letzten Formeln zusammenfassen in: 

En EN 
1m (7) (2) =, Bella.) 

Nunmehr kann man in Formel (4) den Übergang zur Grenze n=» 
ausführen und erhält dadurch: | 


\ 


p | 
- z N 0" m Eis ER RE . De 
0 Selen were 


| p+2 
Diese Formel gilt nun für jede positive ganze Zahl p, sofern nur 
p+2>|x| ist. Aber die rechte Seite wird für genügend große Werte 
von p beliebig klein; denn sie ist, wenn g die größte in |x| enthaltene. 
ganze Zahl bedeutet, gleich 
Ra A 
PERBIEAN ga! .g+1g+2 p-+!l 
| »+2 
also gewiß nicht größer als 


RER. 


1 _ el ER AUE 
p+? 
Aber dieser Ausdruck wird wegen des letzten Faktors mit wachsen- 
dem p beliebig klein (nach Satz 25). 
Bedeutet also e eine beliebig kleine positive Zahl, so ist für ge- 


nügend große Werte von p 
p 
10 Q x 
5 Dr 


<E, 
v,—( 
Das besagt aber: 
p 
Ren 
e —= lim — 
r—( 


wofür man nach $ 17 auch schreiben kann: 


[0 6) 
Fried 
(6) e=- >, 


Yy—( 


4 % 
EEE N Z N 
a ra A rad ha nn 
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0) 
Ne) 


oder ausführlicher: 
ER. 


Diese Reihe nennt man die Exponentialreihe; sie konvergiert 
nach ihrer Herleitung für jeden Wert von «. Für kleine x konver- 
giert sie außerordentlich rasch und ist daher sehr geeignet, um zu 
jedem gegebenen. Logarithmus «= log y den Numerus y=e” zu be- 
rechnen. Dabei dient die Formel (5) dazu, den Fehler abzuschätzen, 
den man begeht, wenn man nur die p+J/ ersten Glieder der Reihe 
berücksichtigt. Damit haben wir ein Mittel gewonnen, um eine Log- 
arithmentafel verhältnismäßig leicht mit jeder verlangten Genauigkeit 
zu berechnen. In Wahrheit bedient man sich allerdings zur praktischen 
Berechnung von Logarithmentafeln noch bequemerer Reihen, die nicht 
zu jedem Logarithmus den Numerus, sondern umgekehrt zu jedem 
Numerus den Logarithmus liefern. Man kann solche Reihen aus der 
Formel (12) des vorigen Paragraphen herleiten; doch liegt das nicht 
mehr im Rahmen dieses Buches. Wir wollen nur noch die beiden 
Reihen anmerken, die sich aus den Reihen für e” und e”” durch glied- 


weise Addition und Subtraktion und Multiplikation mit 5 nach Unter- 


drückung der Nullen ergeben: 
je.0) 
q2? 


(8) Se ng e)= un av)! ’ 


nF Q Del 
ge-e be; PAY Tee 73 


Zum Schluß wollen wir die Reihe (7) benutzen, um die Zahl e 
zu berechnen. Es ergibt sich, ee man £=J setzt, 
el 


(10) e=14145, trat 


(9) 


Bricht man die Reihe mit dem Glied 1 ab und setzt 


14143434 HB 
so ist der Fehler R, jedenfalls positiv, aber nach Formel (5) nicht größer als 
1 1 Tg 
1.2...2- FD BE 1 1»2...2:p . 2-9! 
p+2 
Beispielsweise für p=1I gestaltet sich die nung auf neun Dezi- 
malen abgerundet folgendermaßen: 


ir ; BRET FEAR > 7 N a ey PET A b, Ki ei Ar Wr Be VE A a i 3 
BRFFRRT 1 aa aa Pot gere  G02 2 FR ae RE BD Da 1 N GE en er ra Be a a a 
x Er ee ARE N 5 re Ss u, 2200 De Ne in 
< ' u et PEERSP I? N r 
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I+ t=2 
IT: 2!1=0,5 
I: 3!= 0,166 666 667 — 
1: 4!= 0,041 666 667 — 
1: 5!=0,008333 333 + 
1: 6!= 0,001388 889 — 
1: 7!= 0,000 198 413 — 
1: 8!= 0,000 024 802 — 
I: 9!= 0,000 002756 — 
I : 10 != 0,000 000 276 — 
1: 11!= 0,000 000 025 + 
2,718 281828 
Tadn man den letzten Summanden nochmals durch 11 dividiert, er- 
gibt sich 
1 
III 0,000 000 00235. 
Das Fehlerglied R,, ist also kleiner als 2,5 Einheiten der neunten 
Dezimale. Bei unserer Rechnung ist aber außerdem von den neun 
Summanden, die wir auf je neun Dezimalen abgerundet haben, jeder 
mit einem Fehler behaftet, der weniger als 0,5 Einheiten der neunten 
Dezimale beträgt. Unser Resultat gibt also die Zahl e mit einem Fehler, 
der kleiner ist als 


2,5+9-.0,5=7 
Einheiten der neunten Dezimale.. Bei Berücksichtigung der Fehler- 
vorzeichen, die durch Anhängen von + und — oben angedeutet sind, 


erweist sich der Gesamtfehler sogar kleiner als 3,5 Einheiten der neunten 
Dezimale. Daher ist jedenfalls auf sieben Stellen genau 

e= 2,718 2818, 
und die nächste Stelle kann nur 2 oder 3 sein. Im nächsten Kapitel 
werden wir sehen, daß die Zahl e irrational ist. 


Viertes Kapitel. 


Verschiedene Darstellungsformen irrationaler Zahlen. 
S 27. Systematische Brüche. 


Sei p eine ganze Zahl größer als /. Ist dann y, eine beliebige 
rationale oder irrationale Zahl, und c, die größte in 7, enthaltene ganze 
Zahl, so setzen wir 
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Yo 6 = s 
pP 
Die dadurch definierte Zahl y, genügt dann den Ungleichungen 
0<n<p. 
Zieht man auch aus y, die größte ganze Zahl c, aus und setzt 
x Y2 
a - p ’ 
so ist wieder 
ızn<p. 


ee rl 
„,=c,+ Fr | V=0,1,2,...). 


0 = Ir <p 
Dieser Prozeß wird als p-adischer Algorithmus bezeichnet. 

Da von »=1 an die Ungleichungen 0<y,<p gelten, so kann c, 
als größte in y, enthaltene ganze Zahl nur einen der p Werte 0, 1,.., p—I1 
haben. Die ganze Zahl c, dagegen ist einer solchen Beschränkung 
nicht unterworfen. 

Es kommt vor, daß die Zahlen c, von einem gewissen v» an alle 
gleich Null sind. Wenn z. B. y, eine ganze Zahl, so ist „=0, und 
infolgedessen erweisen sich C,, Cg, Ca, ... der Reihe nach alle als Null. 
Dagegen ist es unmöglich, daß die Zahlen c, von einem ge- 
wissen » an alle gleich p—1 sind. Wenn nämlich etwa für 
»>n dauernd c,—=p—-] wäre, so dürfen wir n>(0 annehmen, und es 
würde folgen: 


np 14 (=, n-+ I, n +2, ...), 


oder etwas anders geschrieben, 


Be ben n+l,n+2,..). 
Daher 
RE N ESEL SEN ST a EN 
pP In p p2 3 LER! 


Somit würde, wenn r eine beliebig große ganze Zahl bedeutet, 
PER leer p Bet 1 


DZ Ten ee Sr pf 
sein, also auch p —y7,„=0, während doch 7,<p ist. 
Die Frage, ob,die Zahlen c, noch weiteren Beschränkungen unter- 


worfen sind, ist zu verneinen. Vielmehr werden wir jetzt zeigen: 
Ist ec, €. €, ... eine Folge ganzer Zahlen und zwar 
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0<zc,<p—1l .fürv=1 2,3, 
c,<p—?2 für onbesrendt viele v, 
so gibt es eine und nur eine Zahl y,, bei welcher der p-adische 
Algorithmus die gegebene Folge c,, G, €, ... hervorbringt. 
Nimmt man an, es gäbe zwei solche Zahlen 7,, d,, So liefert der 
p-adische Algorithmus die beiden Gleichungsketten 


71 va V3 
7077.68 p? Hat. part —,,.:, 


wobei 


ist. Hieraus folgt: & 


„—o6ö KO Ö Ya — 03 
ad) ! 1, 1 ıh= : =, v2 Egger , 
p p 
Daher auch 
: wen AH Y—%| ur: beisee Öu+ı] pP a 
NN u ee Tg Syn aege: 


Da hier » beliebig groß sein kann, schließt man: „,—d,=9. Es gibt 
also höchstens eine Zahl y, der verlangten Art. 

Um nun zu zeigen, daß es wirklich eine gibt, betrachten wir, 
unter A eine beliebige Zahl der Folge 0, I, 2, ... verstehend, die un- 
endliche Reihe 


x 
Na 


nn p” x 
v—=0 


Ihre Partialsummen 


N Na: 5 > ln ONE, 2,25) 
_— 


bilden eine monoton en use die wegen 


7 


Cr, —l 
M=c-+ car Din =a+1-<u+l 


er em 
beschränkt ist. Daher konvergiert die Reihe und wir können 
ee) 
a > ml (A 0, I, 2, . 3) 


—( 
setzen. Wegen ee 5+1 muß auch ,<y=<c&,-+1sein. Da- 
bei ist aber das zweite Gleichheitszeichen unmöglich. Denn da un- 
begrenzt oft e,<p—2 ist, so läßt sich zu jedem Index 4 eine Zahl 
a1 angeben, für welche c,,„<p—2 ist. Dann folgt aber für „>: 
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Daher ist auch 


„lm P<o,+1-— 2 <ce+t1: 
n—=@ pP 
also zusammenfassend: 
<n<a+t]1 El HE DER), 
Somit ist stets c, die größte in y, enthaltene ganze Zahl. Da aber 
aus der Definition von s“ unmittelbar die Gleichung 


sc, ne (d= 0,.7%:-2: 39 
folgt, also durch Übergang zur Grenze n= x»: 
ee Rkae A=0, I, 2. rc), 


so sieht man, daß die Anwendung des p-adischen Algorithmus auf 
die Zahl 


0,0) 
NN c, 
n= Ir 
gerade die gegebene Zahlenfolge c,, €, C5, ... hervorbringt. Damit ist 


unsere Behauptung erwiesen. 

Durch den p-adischen Algorithmus ist sonach jeder Zahl 7, um- 
kehrbar eindeutig eine gewisse Folge ganzer Zahlen c,, Cy Cy, ... ZU- 
geordnet. Man benutzt diese Zuordnung zu einer bequemen Schreib- 
weise für die Zahl 7,, indem man setzt: 


(1) = %+ Q,061 62 L3...; 
falls c,—0 ist, schreibt man auch kürzer 
(2) Yo” 609 61 2 63. - - 


Dann ist offenbar auch 

I Cm Errılara Cr43 
Falls die c, von einer gewissen Stelle an, etwa für v>n alle gleich 
Null sind, unterdrückt man diese Nullen und schreibt: 

(3) zur O,C1 69... - 

Diese Darstellungsformen heißen systematische Brüche. Bei 
ihrer Anwendung muß natürlich die Zahl », die Basis, ein für alle- 
mal gegeben sein; man spricht dann der Deutlichkeit halber auch von 
p-adischen Brüchen. Nach dem Bewiesenen kann als Definition 
des p-adischen Bruches die Formel gelten: 


Co Ocean —, 


REN RT RE EN WR ES EN ee Re, RP Ren ES WERESTELLE SAT 
wer , 2 pi& rn ENG eh I . 2 ER Nat > ne Le rn Fi Sr = Be Rr A “ (Eh 
3 a az > Ste Fe £ °r REF u 25 
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Zusammenfassend können wir unsere Resultate in folgendem Satz 
aussprechen: 

Satz 39. Jede Zahl y, läßt sich auf eine und nur eine 
Weise in der Form eines p-adischen Bruches | 


Q 
= + ta... = Do 
er 
darstellen. Die ganzen Zahlen &,, €, Ca, -.. ergeben sich 
dabei durch den p-adischen Algorithmus; sie genügen den 
Ungleichungen 
VER u 
c‚Sp—? für unendlich viele ». 

Umgekehrt stellt auch jeder solche p-adische Bruch 
eine gewisse Zahl dar. 

Im täglichen Leben verwendet man ausschließlich die Basis p=10 
(Dezimalbrüche). Doch sind für manche mathematischen Untersuchungen 
auch andere Basen vorteilhaft; insbesondere wird die Basis p=2 oft 
gebraucht (dyadische Brüche). | 


8 28. Fortsetzung. Periodizität. 


Mit endlichen systematischen Brüchen, d.h. solchen der Form (3) 
des vorigen Paragraphen, lassen sich die Operationen der Addition, 
Multiplikation usw. nach den (wenigstens für p=1/0) jedermann ge- 
läufigen Regeln einfach ausführen. Der Vorteil der systematischen 
Brüche beruht nun darauf, daß man jede, insbesondere auch irrationale 
Zahl näherungsweise durch einen endlichen systematischen Bruch er- 
setzen kann. Aus der Gleichung 


nahe =0,.1,2,%..) 
folgt nämlich 
2 c FIR . i 
Ir par A=0, ih R, SE) 
und hieraus sogleich: 
„= > € /n+1 
0 u r* port! 


Int 
Te RR re 


Wegen 0 <y,„.,<p ist daher 


1 
<n—(o+ Qt nm: 


an gas Ye me nn EST a a 20 25 SEE a Zu 
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Bricht man also einen p-adischen Bruch nach n Stellen ab, so ist der 
Fehler kleiner als, d. h. beliebig klein, wenn man nur n groß genug 


wählt. 

Die p-adischen Brüche liefern auch ein einfaches Merkmal, 
um zu entscheiden, welche von zwei Zahlen die kleinere 
ist. Sei nämlich 

Hot C6ılztz.--, G=dy Ft (rd Adgder.. 
Wenn 7, # dy, so sei n die kleinste Zahl derart, daß c„-+d, ist, und 
sei etwa c„<.d, also „+ 1 =d,; alsdann ist auch y„<d,. In der Tat, 
falls n= 0, ist ja 
Yo<Co N Le2d,=.0,; 
und ebenso erhält man, wenn RR ist, 


>; a > HseD sen 


Am meisten er uns aber hier ee die Frage, wann 
ein systematischer Bruch eine rationale und wann er eine irrationale 
Zahl darstellt. Die Antwort hierauf gibt 

Satz 40. Ein systematischer Bruch stellt dann und nur 
dann eine rationale Zahl dar, wenn er periodisch ist, d.h. 
wenn von einer gewissen Stelle an immer nur ein und 
derselbe Zahlenkomplex c,Cyı1-:-Cnıg—ı wiederkehrt. 


Beweis. Ist 7, eine rationale Zahl, also = wo a, b ganze 


a 
»b’ 
Zahlen und b>0, so lehren die Gleichungen 
/ / 
10 0 Fi rt : Kan ER 
oder anders geschrieben 


| =P (Ho) ar hal, rs Pa — a), --- 

der Reihe nach, daß auch %,, Yg, /3, ... rationale Brüche mit dem 
Nenner 5 sind, bei denen überdies der Zähler durch p teilbar ist (sie 
können übrigens reduzibel sein, auch wenn = irreduzibel ist. Wenn 
vl ist, kommen daher wegen 0 <y,<p für y, nur die 5b Werte 

0,222 Dr 
Besbi.t:: b 

in Betracht. Unter den unendlich vielen Zahlen der Folge y,, Ya, Ya, - -- 
müssen also gleiche sein. Sei etwa Y,ı,=7,, das heißt aber 


On+-kr En+r+1 En+k+2 + = Cm Cn+ı Ont2°* + 
und hieraus folgt wegen der Eindeutigkeit der Darstellung: 


Chtk+» = Chty (v = 0, E PZ Er 3% 


na zer da 


Rn ur « - Erw » & ee En TI 
7 2 u VIEG ARE Dr 
- 3 | > u 
L 


96 IV. Kap. Verschiedene Darstellungsformen irrationaler Zahlen. 


also auch 
Chivink = Entry VEN ANeNN ee: 

Der systematische Bruch ist daher periodisch, und zwar besteht die 
Periode aus dem Kemplex von % Zahlen ce, cy11.:- Gyırı- 

Sei umgekehrt 

Yo ee On A Ce Se 
ein systematischer Bruch mit der Periode c,c,ı,€,ı, ,, wofür man 
kürzer 

Yo=Cot 9 61 62: -- n-ı n Entı + On 

schreibt. Führt man wieder die Partialsummen 


 )" 
S | Fe 
ein, so 1st 
yo= lim s,. 
Nn==00 
daher dem Satz 16 Seite 46 zufolge auch 
vum ar 


Nn—X 


Wegen der Periodizität ist aber 
R—1 


sr itnd 0, g CHhtk—1 | Bi CH 
De ee. 5 


Cn+k—1 
Er Be ar een). 


oder also 
h—1 
i+nk) NIC, C CR+k—1 
0 ir m \ + + a Arten Tenle Sup =) 
h—1 _— —. k-1 
Ir 1 KR y CH% 
At um p’ TI „rt 
.. p' 
Daher durch Übergang zur Grenze n= mw: 
h— —, k k—1 
Cn+» 
os +7 nn S Sa 
>, pP'—I au p 


so daß in der Tat y, eine en Zahl ist. 


Beispiel. In der Theorie der elliptischen und Modulfunktionen 
kommen unendliche Reihen der Form 


[0 6) 
+++ De 


 . 


er er Bari 1 EEE Er 
er ER Du or a . Ä 
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vor. Ist g der reziproke Wert einer ganzen Zahl größer als 7, so läßt 
sich zeigen, daß Q eine irrationale Zahl ist. Wenn nämlich bezie so 


ist offenbar @ gleich dem p-adischen Bruch 

0= 0,100 100 001... , 
wo nur die erste, vierte und allgemein die (»*)“ Stelle nach dem Komma 
mit /, die übrigen Stellen mit Null besetzt sind. Da dieser p-adische 
Bruch nicht periodisch ist, muß @ irrational sein. 

J)as Prinzip der systematischen Brüche war schon im Altertum 
bekannt. Es wurden namentlich Sexagesimalbrüche gebraucht, die erst 
vom 10. Jahrhundert an durch die Dezimalbrüche allmählich verdrängt 
wurden. Eine wirkliche Theorie der allgemeinen p-adischen Brüche 
ließ aber verhältnismäßig lange auf sich warten; sie wurde erst von 
Stolz in seiner allgemeinen Arithmetik geliefert. 


s 29. Kettenbrüche; Vorbemerkungen. 


Unter einem (n-- 7)-gliedrigen Kettenbruch versteht man einen 


Ausdruck [b,, d,, ..:, d,|, der durch folgende Formeln definiert ist: 
| 1 
(1) | dl>=bde [io Hl=bo+ Bi 
(2) [do. 2,3 Dix 6) On Dn+ıl Ir‘ Br 1 » Dre b 
n-+1. 


Durch die Formeln (1) sind der ein- und zweigliedrige Kettenbruch de- 
finiert; durch (2) wird der (n + 2)-gliedrige auf den (n-+ 1)-gliedrigen 
zurückgeführt. Augenscheinlich ist hiernach 


[bo, bi, er b,] >= by + 7 en = 
b, + i 
20, 8 

1 
1 
n—1 + b: 

Hieraus folgt sogleich die weitere Formel 
1 
(3) Bo dr. d)=doH en Ba! 


die den (n+ 1)-gliedrigen Kettenbruch auf den »-gliedrigen zurückführt 
und daher auch an Stelle von (2) zur Definition verwandt werden könnte. 
Die Zahlen 5, heißen die Teilnenner des Kettenbruches, b, auch 
das Anfangsglied. Sie mögen, damit die Division durch Null sicher 
vermieden wird, für v=1 durchweg positiv sein. 
Perron, RE Y; 
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Um einen Kettenbruch bequemer berechnen zu können, führen wir 
gewisse Zahlen A,, B, ein, indem wir setzen: 
(4) | A,=0, Ay —L eb Ad = 0) 
B,=1, B_ı,=0, B,=b, B,,+B,. (=>). 
Durch diese Rekursionsformeln lassen sich, indem man nacheinander 
v»—=(, 1, 2, ... setzt, die Zahlen A,, Ay, As, -. .,. ebenso wie B,, Du, Ba, - -- 
der Reihe nach berechnen. Es ist z. B. 
Aid 
Bez aBı 08 
Ist v ein beliebiger Index, so werden bei der Bildung von A,, B, oifen- 
bar nur die Zahlen 5,, d,, ..., 5, verwandt, nicht aber b,,,, 5,42 -- 


Man beweist nun leicht, daß 


(5) [do dur ..-, = 5; 
ist. In der Tat ist das gewiß für n=0 richtig. Nimmt man aber an, 
die Formel gelte für einen gewissen Wert n (0), so ist nach (4) auch 
Ki Nr een) Anı tr Ana 
b,Ba_ı+ Ba 


Setzt man hier d,—+ anstelle von b,, so folgt mit Rücksicht auf die 


5, 
Definitionsformeln (1) und (2): 


(B 784 A N Ve 
ea N ar | _ 


One —) Bir. D,% 


= du+1 (b, Ani 3% A,25) 2 Ayzı _ dn+1 Ant Ay-ı er An+ı 
d,+1 (db De I B,_2) Ar Bası b,+1 Duct: B,-1 By+1 
Hiernach gilt die Formel (5) allgemein. 
Beispiel, Um den Kettenbruch [2, I, 3, 1, 1, 2, 4] zu berechnen, 
bilden wir mit Hilfe von (4) der Reihe nach die Zahlenpaare AB 
und erhalten das Schema: 


v a) De tee oa 
b, a rm EA Er 
A, ae ei 11 12 25 | 64 282 
BET] 20 Dr ER E 23 | 101 


wo jede Zahl der dritten Zeile entsteht, indem man die darüberstehende 
mit der vorausgehenden Zahl der dritten Zeile multipliziert und die 
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nächstvorausgehende hinzuzählt.e Analog für die vierte Zeile. Es 
ist also 


ae 987 
KR Fa Pop ER 6 & = 707° 
Die Zahlen 
Ao 4, Aa A, 


RE RIR RER, 
heißen die Näherungsbrüche des Kettenbruches [by, dj, ..., d,]|, und 
B, 
Näherungsbruch »‘” Ordnung ist dann dem (rn + I)-gliedrigen Ketten- 
bruch gleich. A, heißt der Näherungszähler, B, der Näherungs- 
nenner v'* Ordnung. 
Zwischen den Näherungszählern und -nennern besteht die wichtige 
Relation 
(6) 4,B,1— 4, B,= I" VZ—). 
In der Tat ist das zunächst für v= —]/ richtig. Für v6 folgt aber 
aus den Rekursionsformeln (4): 
A, BEAT ALrB, 
SASHA SDR A, BER, ig: Bien) 
age EN ER Are ne ı)h 
so daß die Formel (6) für jeden Wert v richtig ist, sobald sie für den 
nächstkleineren gilt. 
Nicht minder wichtig ist die Er 
n A ar Al: = 


(Ay ET A BB 


Man beweist sie, indem man in (5) n Tier n-+-1 ersetzt, wodurch 
sich zunächst ergibt: 


zwar allgemein der Näherungsbruch »v‘® Ordnung. Der 


A b,+, 4, + A, 
RE an Mr a ER 1. 
x wi + By+1 by+1 B, in bi 
hieraus geht aber Formel (7) hervor, wenn man (,+, an Stelle von 5,4] 
schreibt, wodurch ja A,, B,, A,„_1; B„-ı nicht geändert werden. 

Ist by, d1, d3, ... eine Zahlenfolge, so betrachten wir auch den 


BE Da: 
Bildet man mit Hilfe der Rekursionsformeln (4) die Folge der Näherungs- 
brüche 


„unendlichen Kettenbruch“ 


Aı As 
2 LEE 127 ae 


| 


wobei also 


SE 


Den, 0] MO T, 2,22.) 


7* 


ns De a 3 74 Fe 4 er ea a5 d 
5 Si, REIT rt. „ a2 Fr 2 BE FF ER ET TA TEEN 5 
£ ar Fu a De er a na ! ne 0 x 
en . ne ae he Er N BE an er 3; . 
w” Yy Par, > Roh ’ ” h en “ 
r , \ en 3 P2 au 
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ist, so interessiert hauptsächlich der Fall, daß diese einen bestimmten 
endlichen Grenzwert 
A 
(tm lin [Dabe erD | 


n—=R ef n—=& 
haben. Man nennt dann den unendlichen Kettenbruch konvergent und 
schreibt ihm den Wert { zu: 
G=T00 2bresba 
Ohne auf die allgemeine Konvergenzirage einzugehen, beweisen 
wir hier nur das folgende einfache Kriterium. | 
Satz 41. Wenn für v>]/ stets 5,>1, so ist der unend- 
liche Kettenbruch [b,, b,. b,, -..] konvergent. 
Aus 5),>1 für v>1 folgt zunächst B,>r. Denn jedenfalls ist 
B,=1>09, Beh eT,Be bb rar 
Ist aber v>3, und nimmt man an, für kleinere Werte sei die fragliche 
Ungleichung richtig, so folgt aus der Rekursionsformel: 
B,=b,B, 4 + Boa =Z(e—D+b—2)=2r -3Zr, 
so daß die Ungleichung in der Tat allgemein gilt. 
Für v>3 ist dann auch 
B,—B,-=0,—l) BB + B > =B, 2? z1l 
Daher mit Rücksicht auf (6): 
YA er Der Be H 
B, me B, Bu = BABES 
Folglich für n>2, p>1: 


| Antp A, | [gr Y+1 IE le | _N BER +1 gs Are | 
en, IR | —_—= 
But BEST, une B,+ y+1 Be au Da, ar BDi4r 


1 NET RT DT, 
ud Ds Das SB; De Bi n 


v—0 
Das besagt aber, daß der Ausdruck 
An A, 
| Din ER B, 
kleiner ist als der reziproke Wert der kleineren der beiden Zahlen m, 
n;, also beliebig klein, wenn nur m, n genügend groß sind. Nach 
Satz 20 Seite 48 folgt hieraus die Existenz des fraglichen Grenzwerts, 
d..h. die Konvergenz des Kettenbruchs. 


S 30. Entwicklung einer Zahl in einen regelmäßigen 
Kettenbruch. 
Ist {, eine beliebige Zahl, und b, die größte darin enthaltene ganze 
Jahl, so setzen wir, falls /&, nicht selbst er ist, 


B=botr. 
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Aus der so definierten Zahl &,, die offenbar größer als / ist, ziehen 
wir wieder die größte ganze b, aus und setzen, falls {, nicht selbst 
ganz ist, 


Gebt 


Durch Fortsetzung dieses Verfahrens, welches den Namen Euklidischer 
Algorithmus führt, ergibt sich allgemein: 


I 
(1) =b,+ — (für v>0), 
S.+1 
(2) bl (für v1). 
Die Zahlen /,, &% ... heißen dabei die vollständigen Quotienten; 
by, dj. d2, -.. die unvollständigen Quotienten. 


Nun sind zwei Fälle denkbar. Entweder ein gewisses [,+, er- 
weist sich als ganzzahlig; dann ist [,;,=d,:,„ und der Euklidische 
Algorithmus läßt sich nicht weiter fortführen. Oder der Euklidische 
Algorithmus läßt sich unbegrenzt fortführen, indem niemals ein ganz- 
zahliges {, herauskommt. Wir zeigen jetzt, daß ersteres eintritt, wenn 
{, rational, letzteres, wenn [, irrational ist. 

Sei zuerst {, rational. Dann sind auch {&,, &, ... rational; denn 
aus (1) folgt, daß mit /, auch £,,, rational ist. Setzt man demgemäß 


[£, in die Form eines irreduziblen Bruches Pr mit positivem Nenner g,, 


so ist nach (1) 

er Bi br+i 

Gr. Pr+i 
Daher q,=p,+,, und wegen (,4,>1 gewiß p,1,>9,+1; folglich 9, > 4.-Lı- 
Wäre also der Algorithmus unbegrenzt fortsetzbar, so hätte in der Folge 
von rationalen Brüchen 

Bon a2 

Ve 7 
jeder folgende einen kleineren Nenner als der vorausgehende. Es würde 
also unterhalb g, noch unbegrenzt viele positive ganze Zahlen 9,, 9 --. 
geben, was nicht möglich ist. 

Wenn dagegen {, irrational, so kommt bei den vollständigen 
Quotienten niemals ein rationaler, also erst recht kein ganzzahliger 
heraus, so daß der Algorithmus unbegrenzt fortsetzbar ist. Denn wäre 
etwa (,+, der erste rationale vollständige Quotient, also $, noch irrational, 
so stünde das mit Gleichung (1) im Widerspruch. 

Aus der Gleichung (1) folgt auf Grund der Definitionsformel für 
Kettenbrüche: 

G= lb. = Tdo, di, 
und allgemein 
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(3) = [do di, ... br Aral 
ebenso auch 


„= [ö,, b,+41, N Di +1] P=0, 1, N). 
Aus (3) folgt nach der I (7) des vorigen Paragraphen: 


2 Ay Er 1 = A 1 
(4 et 
RAN 
Daher 
Ae nn 1 B, A, Bi -1 2 (41) 


5 Der Deren 

: Bew BB, B,_ Be B, (B, nt + Bu- ErW 
Wie wir im vorigen Paragraphen beim Beweis des Satzes 41 sahen, 
ist aber B,>.n, Also weil = RD hakır 


| " 1 
(6) 6-5) pa 
Wenn nun /&%, il; also einmal {,,,= b„ı, ganzzahlig ist, so 


folgt aus (8): 

= [do; bi, 2% b,, DRS 

Dabei ist der letzte Teilnenner b,,,, sofern n+1>0 ist, mindestens 
gleich 2; denn es ist ja u =%.,>1 Für n+1=0 ist das nicht 
notwendig; dann kann vielmehr {,= b, jede ganze Zahl sein. 

Wenn dagegen Z, irrational, so folgt aus (6), daß die Folge der 
Näherungsbrüche den Grenzwert Z, hat: also ist diesmal %, gleich dem 
unendlichen Kettenbruch: 

EZ IR 

Nun zeigen wir umgekehrt: Wenn b,, d,, 3, ... endlich oder un- 
endlich viele Zahlen sind, die den seitherigen Bedingungen genügen, 
so gibt es eine und nur eine Zahl Z,, bei welcher der Euklidische Al- 
gorithmus gerade diese Zahlen b, in der gegebenen Reihenfolge als 
unvollständige Quotienten liefert. | 

Wenn es eine solche Zahl £, gibt, so kann es nach dem Bewiesenen 
nur die Zahl 

[bon dis -.., Dur1) bzw. [dos bi, da, .--] x 
sein. Wir müssen zeigen, daß es diese wirklich ist. Dazu setzen wir 
im Fall des endlichen Kettenbruches 

[d,, by: u. ul P=09,L...n+ 1). 
Dann ist nach der Formel 2 des vorigen Paragraphen 


v0, ‚n). 


Folglich für v>1 gewiß 2 für v>0 also N Daher lehrt 
die vorstehende Gleichung, daß b, die größte in Z, enthaltene ganze 
Zahl ist, so daß der Euklidische Algorithmus für die Zahl %, die folgende 
Gleichungskette liefert: 
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1 
Gmb & == u Dr LH DL ee —— 43 . t 
+ l rF Bi 14 + Er 3 
Es ergeben sich also in der Tat die Zahlen b,, bı, ».. ao als unvoll- 


ständige Quotienten. 
Im Fall des unendlichen Kettenbruches setzen wir 
lb, abet V=0,-.1,2,...), 
da ja diese EN nach Satz 41 sicher konvergieren. Dann ist 
— lim [b,, b,+ TR bin]. 


n=aD 


Aus der Gleichung 


= 
[d,, b,, Men? b,,,]= b, T b 
Ib, aa em Be 2 
folgt daher, indem man » über alle Hgg wachsen läßt, wieder 
=b, = 
u 


Von da an ist der Beweis genau wie oben. 

Aus dem Beweisgang ergibt sich auch, daß zwei endliche oder 
unendliche Kettenbrüche, deren Teilnenner den verlangten Bedingungen 
genügen, nur dann den gleichen Zahlwert haben können, wenn sie 
Glied für Glied übereinstimmen. Denn die betreffenden Teilnenner 
müssen ja die durch den Euklidischen Algorithmus eindeutig gewonnenen 
unvollständigen Quotienten sein. Insbesondere kann ein mehr als ein- 
gliedriger Kettenbruch nicht gleich einem eingliedrigen, also keine ganze 
Zahl sein. 

Definition. Ein endlicher oder unendlicher Ketten- 
bruch heißt regelmäßig, wenn seine Teilnenner ganze 
Zahlen und höchstens mit Ausnahme des Anfangsgliedes 
positiv sind. 

Mit dieser Definition können wir unsere Resultate in folgenden 
Satz zusammenfassen : 

Satz 42. Jede nicht ganze Zahl Z, läßt sich auf eine 
und nur eine Weise als regelmäßiger mindestens zwei- 
sliedriger Kettenbruch darstellen, wenn man verlangt, 
daß im Fall der Endlichkeit der letzte Teilnenner mindestens 
gleich 2 ist. Man erhält den Kettenbruch durch den Eukli- 
dischen Algorithmus. Er ist endlich oder unendlich, je 
nachdem {£, rational oder irrational ist. — Umgekehrt stellt 
auch jeder solche Kettenbruch eine rationale nicht ganze, 
bzw. irrationale Zahl dar. 

Bei regelmäßigen Kettenbrüchen sind die Näherungszähler und 
-nenner A,, B, ganze Zahlen, und zwar B,>0 fürv>0, wie sich 
aus den definierenden Rekursionsformeln (4) des vorigen Paragraphen 


tar ba ET ET a u Joe he 2 AN A Ted 2,4 WE ia” 2.7 a 
at a Eee AS RR BE Fa EEE a a a En; A re 
u RE NE TERN REN RAR ER EEE NEE AT BR 


ae 
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ohne weiteres ergibt; wenn Öb, positiv, so ist auch 4,>0 für v0. 


Die Näherungsbrüche = 
> 


samer Teiler von A,, B, muß nach Formel (6) des vorigen Paragraphen 
auch Teiler von (—1)” !, also 1 sein. 

Die regelmäßigen Kettenbrüche haben mit den systematischen 
Brüchen die Eigenschaft gemein, daß sie jede Zahl durch rationale 
Brüche beliebig zu approximieren gestatten. Während die systematischen 
Brüche für die numerische Rechnung besonders bequem sind, haben 
die Kettenbrüche den Vorzug einer besseren Approximation; der Unter- 


‘sind irreduzible Brüche: denn ein gemein- 


L 


Y 


schied zwischen dem wahren Wert £, und dem Näherungsbruch = 
ist nämlich, wie die obige Formel (6) lehrt, kleiner als der rezipröoke 
Wert vom Quadrat des Nenners; Weiteres hierüber folgt im nächsten 
Kapitel. 

Die Kettenbrüche sind erst im 17. Jahrhundert aufgekommen. Die 
ältesten Spuren finden sich bei Dan. Schwenter, Wallis und 
vor allem Huygens. Der „Euklidische Algorithmus“ freilich geht 
wirklich auf Euklid zurück. Er ist, wenn man ihn auf den rationalen 


Bruch : anwendet, nichts anderes als die bekannte Euklidische Methode 


zur Bestimmung des größten gemeinsamen Teilers von p und g. 


$ 31. Periodische regelmäßige Kettenbrüche. 


Unter den unendlichen regelmäßigen Kettenbrüchen verdienen be- 
sonderes Interesse die periodischen, d. h. solche der Form 
[do bi, a b5-15 bj, el b,.; k—1) b, ie Or4k=ın b, ee) b,.- k—13' end 
wofür wir kürzer schreiben: 
[dos b,, a bu» b,, b, rt di+k-ı). 
Der Zahlenkomplex by, dy41» ---, dyır—ı heißt Periode; der Zahlen- 
komplex dy, d1, -.., d&,_1 Vorperiode. Beginnt die Periode mit d,, 
ist also eine Vorperiode nicht vorhanden, so heißt der Kettenbruch 
reinperiodisch, andernfalls gemischtperiodisch. Übrigens läßt 
sich formal jeder reinperiodische Kettenbruch auch als gemischtperiodi- 
scher schreiben: es ist ja offenbar 
Fb Di [Be rar 
Das Anfangsglied b, eines reinperiodischen Kettenbruches ist positiv, 
da es auch an einer späteren Stelle wiederkehrt (b, = b,.). 
Der Wert eines periodischen Kettenbruches läßt.sich in geschlosse- 
ner Form angeben. Wir betrachten zunächst einen reinperiodischen 
Kettenbruch 


$ 31. Periodische regelmäßige Kettenbrüche. 105 


SG ldoy' 45... de] 
Wenn wir die vollständigen Quotienten wieder mit £,, %, ... bezeich- 
nen, ist jetzt offenbar 
=.ldo, dur ---, bu] 50; 
also mit Benutzung der Formel (4) des vorigen Paragraphen 
yusl Ar St Ar _ Ak- 1 + A- 2 
Ber + Ba Ba-ıbo+ Bı-. 
so daß sich für Z, die folgende quadratische ee ergibt: 
B.1&+ (Bio; — 4; ar G— A, = 0. 
Sie hat eine positive und eine negative Wurzel; da aber {,>b,, also 
positiv ist, ergibt sich aueh Auflösung eindeutig: 
Ai D + 4, ı—Bı + 4 Bı_ A 
EHER, 
Als unendlicher Kettenbruch ist Z, irrational, daher kann der Radikand 
kein Quadrat sein. 
Bei einem gemischtperiodischem Kettenbruch 
Lo = do, bi; re) dh Ön but, re, Dn+kı] 
bemerke man zunächst, daß der vollständige Quotient /, einem rein- 
periodischen Kettenbruch gleich ist, nämlich 


= 


= Tr [d,, Dar si Ok ]- 
Man kann also {, nach Obigem berechnen und erhält einen Ausdruck 
der Form ix 
EN 
TREE 
wo P, 9, D ganze Zahlen sind, und D kein Quadrat. Dann läßt 
sich aber 
Y N u An. ar Ann RE Ars9+A- ‚YD 
Ah z 
DA Da DEE Des DZ YD 
auf die gleiche Form bringen, indem man Zähler und Nenner mit 


B,_,P-+ B,_09 - B,_,YD multipliziert. 
P+yD 


Eine irrationale Zahl der Form Se wo P, , D ganze Zahlen 


sind, oder was offenbar dasselbe sagt, eine irrationale Zabl, die einer 
quadratischen Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten genügt, heißt 
eine quadratische Irrationalzahl. Mit dieser Terminologie können 
wir unser Resultat folgendermaßen formulieren: 

Satz 43. Ein periodischer regelmäßiger Kettenbruch 
stellt eine quadratische Irrationalzahl dar. 

Dieser Satz rührt von Euler her. Er gewinnt erhöhte Bedeutung 
dadurch, daß auch die Umkehrung gilt: 
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Satz 44. Der regelmäßige Kettenbruch für eine qua- 
dratische Irrationalzahl ist stets periodisch. 

Für diese fundamentale Tatsache hat Lagrange den ersten Beweis 
erbracht. Wir folgen hier einem kürzeren Beweis von Charves. Die 
quadratische Gleichung, welcher {, genügt, sei 

(1) a rbb. +rece=0, 
wo a, b, e ganze Zahlen. Wenn wir nun Z, in einen regelmäßigen 
Kettenbruch entwickeln, so ist in unserer gewohnten Bezeichnung 

Aa A 
WER EB 
Setzt man dies in (1) ein, so kommt 
a (A,_ı Er + Aal b weiss, u As22) 0 BER C, mie B,_;) 
+ e{B,_,% + B,_)” = 0, 


(2) a 


(8) 2, =a427 04,7 BT eb 

(4) Ir Br 2aA, A,_g As b (A B,_2 un A,_a 52 1) 15 2c Basen 2) 

56) n„=0a4,+5A,53B,+cB,_.- 

Gleichung (2) ist keine identische. Denn wäre p,=0, so würde 
ein Vergleich von (1) mit (3) lehren, daß die Gleichung (1) die rationale 


As 
Wurzel B- hat; dann müßten aber beide Wurzeln rational sein, 
v—1l 


während doch {, irrational ist. 
Mittels der Gleichungen (3), (4), (5) verifiziert man leicht: 
g—4p,r,= (b?—4ac)(A, , B, 5-4, ,B, 1), 
woraus wegen A, ı B, ga — A, B,_1=(—- 1/7 folgt: 


(6) 5—tp,r,=b—4ac. 
Nun sahen wir im vorigen Paragraphen, daß 
Ay | F 
ZT = 


7 
0 2 
| Bu] | sn 


ist. Setzt man also | 
0,1 
Ba 
so ist |d,-,|<1. Aus (3) folgt dann aber: 


0 \ N 2 
pa B tn El ESSER SEE ET DET HCcD 
v»—i 


| 
, Br2 7 


ya ; 02 
- Wh rn + ei, + 2a, am + bd,-1, 


A, —%B, = 
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also, dd a5 +b%, +c=P0 ist, 
Dr 
+ b8,.,1<2la&l+lal+ ld]. 


War) 
Unter der gleichen Schranke bleibt auch |r,', weil nach (3) und (5) 
ja r,=p,-, Ist. Endlich folgt aus (6): 
2=<4#p,r,|+'b®’—4ac 
<4(2 a, +a +5!) + —Laec|. 
Hiernach hleiben die ganzen Zahlen »,, 9,, », absolut unter einer 

von vr unabhängigen Schranke. Unter den unendlich vielen Zahlen- 
tripeln (p,. q, r,) findet sich also nur eine endliche Anzahl verschie- 
dener, und daher ist mit Rücksicht auf (2) auch für die vollständigen 
Quotienten Z, nur eine endliche Anzahl verschiedener Werte möglich. 
Unter den Zahlen der Folge {,, &, £, ... müssen also gleiche sein. 
Sei etwa Z,+,—=ÖL,; das heißt aber 

[ön+ 7 ÖDn+r+1 Dn-+R+2, ..J= [2 by+1 Du+2, ...)h 
und weil eine unendliche regelmäßige Kettenbruchentwicklung nur auf 
eine Weise möglich ist, folgt hieraus: 

Du.ke+, = DEE, (= 0, F = .. ur 


I».,1=|2 a%0,-ı +4 


also auch 
N b,+, (v= 0, 7% RER k—1; n—ıl, 2, er Kr 
womit die Periodizität bewiesen ist. Die Periode besteht aus dem 
Komplex von % Zahlen b,, burn ---, Pn+tr-ı- 
Will man die quadratische Irrationalzahl 
D+P 
7) et, 
0 
wo Po Yo, P ganze Zahlen sind, wirklich in einen Kettenbruch ent- 
wickeln, so ist es vorteilhaft, wenn der Quotient 
D-P: _ 
le 
% 
eine ganze Zahl ist. Das kann nötigenfalls immer erreicht werden, 
indem man 
„MPe+Pe_YD+B 
# Ye % 
setzt und die positive ganze Zahl e so wählt, daß 
DES 
% % 
ganzzahlig wird. 
Man erhält nach dieser Vorbereitung: 


1 
=dbrtz; 


also 
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ge 2 hei YD+P,. 
Se DI De 
0 
dabei ist pp. .P% 


_ D-(b,9—Pı? _D-P+2u, BR 


(4 — =0_, +25, Pr Bd 


0 0 
Es sind also P,, 9, ganze Zahlen, und außerdem ist 
DZ E D—(b, 9 — 0) er 


do 
1 1 
wieder eine ganze Zahl. Folglich hat der Ausdruck 
„_/D+B, 


1 
ganz die gleichen Eigenschaften, die wir von dem Ausdruck (7) vor- 
ausgesetzt haben. Geht man daher in der Kettenbruchentwicklung einen 
Schritt weiter, so wird man auch für (, einen derartigen Ausdruck er- 
halten, und allgemein werden alle vollständigen Quotienten von der Form 


u YDP+P, 
3 Q, 
sein, wo P,, 9, ganze Zahlen sind. 
20 — 2 
Beispiel. Statt en wird man zuerst schreiben: 
133-890 
077.32 
Dann liefert der Euklidische Algorithmus die folgende Gleichungskette: 
21880 132 — 16 
3 a2 Fe —32 ° 
Ba Re Da 
es ne Ba 
= ry82 16 / 7 
7 y32+5 32 —5 
>2 33 2 5 1 mx 7 ) 
1 Y32 +5 132-2 
= =. — 14 — 
Y32 BAR ;* 7 ax z ; 
a. Y3+2 _ ,,V32—2 
MT = ae ; I Ra 
32.2 Be “ 
y 4 Y2+2_, Y 132 —5 
7 


- i = > ET 
es re EEE EBEN ET ER N 
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Es ist also & = (,, und man erhält den Kettenbruch: 
20—Y2 _ 19, 3, 16, 1171) 
8 
$ 32. Der regelmäßige Kettenbruch für die Zahl e. 


Ist k eine ganze positive Zahl, so ist die Reihe 


je,0) 
FR et, we: ar = 9 
= Sn (27+ 2n)! 1) ke, 
n==0 


konvergent und hat einen positiven Weit; denn ihre Glieder sind positiv 
und nicht größer als die Glieder der konvergenten Reihe 


Say ®. 
in! k 1 


Insbesondere ist nach $ 26 
es) 


€ 
: BEN I Aral z k 
I u (2)! 2) 2 (e ne ): 
NO 


SE Ta 
Bi, 
_ (2 n + I)! k , 


Nach den in $17 angegebenen Rechenregeln für unendliche Reihen 
ergibt sich: 


U 2 (W F@+I4+n) 5 
y,—Ar+NMkg,ı, De 2 + Tas )i) 


BEI n)!n + 2n 
-3: n!(2v+ Bas .) (BOT ERTL 


Da hier das Reihenglied für n= 0 verschwindet, braucht man nur 
von n=I an zu summieren. Setzt man dann n=m-+-1, so erhält man: 


N +2 (v + v + +m)!(I »+2-+2n 
—im!(27+4+2m)!\k Ser 


29 


9,—(2v+1)ky,4ı= 
Wenn daher 


PEN 18,2), 
; $,+ Y. 
also insbesondere 
1 1 
e' er ei® u el 
ar 
ek—e | — 1 
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gesetzt wird, so ist 


1 
L=(2v+1])k+ 


+1 
Da y,, also auch [,+, positiv ist, so folgt hieraus: , > (2 + Dkz1. 
Daher ist auch {,+,>1, und folglich lehrt die letzte Formel, daß der 


Euklidische Algorithmus für die Zahl {, gerade die Gleichungskette 
liefert: 


WU): 


4 1 1 

—k+ 4 =3 u == Zen 

Er er 3k-+ Zar 14 AR ) 

woraus für {, die folgende Kettenbruchentwicklung resultiert: 
2 
e&+1 
(1) ren, IND kr IB) 

ek — 1 


Insbesondere erhält man für k=2: 


e+1 b 
(2) 1 = [2 6,10, 14,..). 
Da dieser Kettenbruch unendlich ist, schließen wir, daß die Zahl 
ar und folglich auch e selbst irrational ist. Außerdem sehen 


wir aber, daß e auch keine quadratische Irrationalzahl ist, weil der 
Kettenbruch (2) sonst periodisch sein müßte. 


Die Formeln (1), (2) stammen von Lambert. Für die Zahl e 
selbst hat Euler zunächst durch numerische Rechnung die folgende 
Kettenbruchdarstellung erraten und dann auch mit Hilfe von (2) wirk- 
lich bewiesen: 


(8) e= [4,5256 1,2211,6,1,1,3,,0,7.1, 
oder in leicht verständlicher Abkürzung 
(3a) NEE. 


Um diese Formel zu beweisen, bezeichnen wir die Näherungsbrüche 
des Kettenbruches (3) in gewohnter Weise mit = die des Ketten- 


9 
y 


bruches (2) aber mit G Dann ist z. B. 


D, 

A: 2 A 3 A BA A 

ee een 
Er? (13 
Dos, D, 6 
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Hieraus ersieht man 
(4) | A=G+D, A=0ı+Dı 
{ B,=6—Du, Bı=G-Dı:: 
Die Rekursionsformeln für C,, D, sind: 
(5) C, a (2 sr # v) Be a Q,_3 (v — 2), 
| D,=(2+4»)D,_ı+ D,-: v2). 
Für A, dagegen besagen die Rekursionsformeln, wenn v>2 ist, 
Ay Anat A, 1 
Ay»-a = Ay, + Ay,—ı Nast 
Ay ar Asa T Ay 2 
Ay, = Ay-ır Asa 1 
Ar Au a Ay 1 


und entsprechend auch für B,. Addiert man diese Gleichungen zu- 
einander, nachdem man sie mit den beigeschriebenen Faktoren multi- 
pliziert hat, so ergibt sich, wenn gleich die entsprechende Gleichung 
für B, hinzugefügt wird: 


(6) | As = (2+ Ev) Ay, + Ay, —6 >22), 
Bz,11= (2+ 49) Bu, + Bu 5 P>2). 

Daraus folgt nun leicht: 

(7) Ay,Hı=(0,+D, Byn1=0,—D, v0, L 2, ...). 


Denn diese Gleichungen gelten, wie ein Vergleich der Rekursionsformeln 
(5) mit (6) zeigt, für jeden Wert v (> 2), sobald sie für die beiden 
nächstkleineren v-Werte richtig sind; für v=0 und v=]1 sind sie aber 
nach (4) in der Tat richtig. 


Nun ist der Kettenbruch (3) gleich lim a also auch gleich 


C. 
Ir p: 
: Aysıı _ 63 + LE . 2; “ i din, „+ 
Im — lim = 
—® By —=@Q,—D, in &__ lim 6, —1 
D, X D, 
Da aber nach (2) 
lim % >= As 
v— X D, es e- 1 
ist, so ergibt sich: 
lim As e, 
v—=&D 3r—+1 


womit Formel (3) bewiesen ist. 
$ 33. Die Cantorschen Reihen. 


Außer den p-adischen und Kettenbrüchen gibt es noch einige 
andere Darstellungsformen für reelle Zahlen, die ebenfalls jede Zahl 


Re 
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als Grenzwert einer Folge von rationalen Zahlen ausdrücken, also ins- 
besondere die irrationalen Zahlen durch rationale beliebig zu approxi- 
mieren gestatten. Zunächst rührt von G. Cantor die folgende Ver- 
allgemeinerung der p-adischen Brüche her. Sei p,, Pa, ?3, ... eine fest 
gegebene Folge ganzer Zahlen, und zwar 

2,2 CR RE By} 


Wenn dann y, eine beliebige Zahl ist, so sei c, die größte darin ent- 
haltene ganze Zahl. Setzt man 


’ 
Yo Te ER 


1 
so ist O<y,<p,, und wenn c, die größte in y, enthaltene ganze Zahl 
bedeutet, ist auch 


Ya 
nat, 


2 
wobei O0<y,<p,. Im dieser Weise kann man fortfahren und erhält 
allgemein: 


ee Br | VE EI ARE 
0 — Yr-+1 = Pr-+1 
Wir wollen diesen Prozeß als ÜCautorschen Algorithmus be- 
zeichnen; für den Spezialfall p,=p ist es offenbar der p-adische Algorith- 
mus. Aus den Gleichungen | 


/2 1 

yı = cC + = zer 

} Pe Pı 
In C, 6. ker I 


Pn+1 | PıPa:--Pn 
ergibt sich, wenn man sie mit den beigeschriebenen Faktoren multi- 
pliziert und dann zueinander addiert, 
AP V2 v In+1 
(1) ot I — TE Te 
i a PıP2:-::P, PıPa---Pr+1 


Da aber 


0< A, 2 1 7 


— PıPa---Pntı  PıPa.-- Pu 2" 
so folgt aus (1), indem man » über alle Grenzen wachsen läßt: 
X 


era 
ner > | ir, 
.:P122::°09 


$ 33. Die Cantorschen Reihen. 113 


Für v>1 kann ec, als größte in 7, enthaltene ganze Zahl wegen 
0<y,<p, nur einen der Werte 0, I,..., p„—1 haben. Wir wollen 
zeigen, daß unendlich oft sogar c,<p,— 2 ist. Wäre nämlich von einem 
gewissen v an, etwa für v>n stets c,—=p,—1, so hätte man: 


an, a Fehl Y=n, n+I,n+32,...), 


oder etwas anders geschrieben: 


p, ar! Mia Z Ben nl nn #2.) 


Daher auch 


p ir er Pasın  iurı © Ortar Ink Pu are chat 2 

u a ; re Fat —-— : u 
Pn+1 Pn+ıPn42 Pn+ı Pn+2 Pn+-3 

Somit wäre, wenn r eine beliebig große ganze Zahl bedeutet, 


Pu HH In r--1 > 1 > 1 


e as —— 00000000 nn —[ [111.22 a: 
Pn un > . an 


Pn ıPn 2 .. Patr-H1 Pi Pn- 1 Pn- 2° Patr &' 
also auch p,— 7, 0, während doch 7,<p, ist 


Weitere Beschränkungen für die Zahlen c, gibt es nicht, Viel- 
mehr gilt das folgende Analogon zu Satz 39: 

Satz 45. Wenn 9,. Ps- Pa, -.. eine gegebene Folge ganzer 
Zahlen ist, die alle größer als / sind, so läßt sich jede 
Zahl 7, auf eine und nur eine Weise als unendliche Reihe 
der Form 


=(6+ N en 
ij Pa---Pr 


darstellen, wenn man verlangt, daß die c, ganze Zahlen 
sind und den Ungleichungen 
0<c,<p,—1 IR ran SE, 
c,<p,—2 für unendliche viele v 

genügen. Man findet die Zahlen c, durch den Cantorschen 
Algorithmus. — Umgekehrt ist auch jede derartige Reihe 
konvergent, stellt also eine gewisse Zahl dar. 

Daß es mindestens eine solche Darstellung gibt, nämlich die aus 
dem Cantorschen Algorithmus hervorgehende, ist bereits gezeigt. Die 
übrigen Behauptungen des Satzes werden bewiesen sein, wenn wir 


zeigen können, daß jede Reihe der fraglichen Form — wir wollen sie 
kurz als Cantorsche Reihe bezeichnen — konvergiert, also einer 
Zahl 7, gleich ist, und daß die Anwendung des Cantorschen Algorith- 
mus auf diese Zahl y, gerade die Zahlen cy, €, Ca, ... hervorbringt. 
Dazu setzen wir 

Perron, Irrationalzahlen. 8 


Wut Se 


— .s 
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s) Q Ct» , \ 
—c,+ es el B EINEN 
Du : Pr+ ® ( )) ) | 3, I . ) ) } 


Dann ist s"”>c,, und die Folge der Zahlen 


(1) 32) (3) 
5, 9 yA „I, + 


ist monoton wachsend. Sie ist aber außerdem Deschränkt Denn da 
nach Voraussetzung durchweg c,,,<p,ı,—1 und für einen gewissen 
Index u sogar c,,„<P,4.— 2: ist, so ergibt sich für nu: 

N > 
N NE er 
Beh Dir: Pitr Pat: Pıtu R 


Hl 1 1 
an 
Pı+1 Pı+ı PırıPır2 


r 5 A Mer 
P3ı+1°--Pin-ı  Prrtı°- Pin Pır+1°--Pitu 
1 1 
= C, -- 1 = ER PER TEEN 
Pırı*-Pitn  Pırır-Pitu 
1 
<a+1— ———. 
Pı+ı-:-Patu | 
Aus der Beschränktheit folgt aber die Existenz des Grenzwerts lim a 
NDR 
den wir mit 7, bezeichnen also 
IE 
7,= lim 5 er et (A == 0, 1, 2 .. ). 
Außerdem wird mit Rücksicht auf die obige Abschätzung von s"” 
1 


G<HS<sah+ 1— ———— 
Pı-+1:*"Pitu 


sein, also gewiß 
gzcn<arl, 
so daß c, die größte in y, enthaltene ganze Zahl ist. 
Da aber aus der Definition der Zahlen s'” unmittelbar die Gleichung 


re 
ze ER 
’ Pı+1 
folgt, so ist auch, wie sich durch Übergang zur Grenze n=» ergibt, 
Ya Gr 2231 EBEN! 
Pı+1 


Das besagt aber, daß der Cantorsche Algorithmus, wenn man ihn 
auf die Zahl ; 


Ne; 
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=6% 4. Ba 
u DıD2:- FE 
anwendet, gerade die Folge c,. €, C9 ... hervorbringt. W.z.b. w. 
Wir nehmen jetzt an, die Folge »,, Ps, Ps, ... Sei so beschaffen, 
daß jede Primzahl in unendlich vielen »p, als Teiler enthalten ist; das 
ist z. B. für y,=r+1 der Fall. Die Folge davon ist, daß zu jeder 
ganzen positiven Zahl b stets ein Index n gefunden werden kann der- 
art, daß das Produkt p,ps...p, durch 5 teilbar ist. 


RUN TR ee 
Nun sei 7, eine beliebige rationale Zahl; wenn man auf sie den 


Cantorschen a anwendet, erhält man die Gleichung [vgl. (1)]: 
5 C„ In+1 
+ I ——— rn — el. 
| $: > u Dıla-- RE 
Multipliziert man mit 1} ..Pm so folgt NARUE 


) +. Pn n 
Grm mm onmn nt Do Blase 4 Ten. 

1 v n 
Bei geeigneter Wahl von n ist aber das Produkt PıPa.--P„ durch b 
teilbar, so daß links eine ganze Zahl steht. In der Summe rechts ist 
ebenfalls jedes Glied ganz, weil sich alle Faktoren des Nenners gegen 


solche des Zählers wegheben. Daher muß auch ee eine ganze Zahl 
n+1 
sein, wegen O<7,,71<p,:ı also %,:1=0. Dann ergibt aber der Can- 
torsche Algorithmus der Reihe nach: 
En 0, In+2 0, 
E42” 0, a 0 


Die e, verschwinden also sämtlich für v>n. Umgekehrt, wenn die 
c, für v>n alle verschwinden, so ist offenbar, daß die Cantorsche 
Reihe auch stets eine rationale Zahl darstellt; denn sie ist ja in 
diesem Fall gleich der SE Etonen Summe 


= C, 
co+ 
2 DI iD; 


aut" tn re a 


Somit ergibt sich 

Satz 46. Ist die Folge p,, Pag, Ps, ... des Satzes 45 so 
beschaffen, daß jede Primzahl in unendlich vielen Zahlen 
der Folge als Teiler enthalten ist, so ist der Wert der 
Cantorschen Reihe stets irrational; nur wenn die Zahlen 
c, von einer gewissen Stelle an alle verschwinden, ist er 
rational. 


gr 
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Beispiel. Die Reihe 
SE N 1 
END, red 
: Zen, a 
v»—1 


v—i — 
für die Basis der natürlichen Logarithmen ist augenscheinlich eine 
Cantorsche Reihe mit p,=r+1. Da die Zähler c, alle gleich 7 sind, 
ergibt sich aus Satz 46 erneut die Irrationalität der Zahl e. 


$ 34. Die Reihen von Lüroth und Engel. 


Wenn 7 eine beliebige Zahl ist. so sei c die. größte ganze Zahl, 
die kleiner ist als y, die also durch die Ungleichungen 
e<;y<c+t1l 
eindeutig bestimmt ist. Setzt man dann 
1 
(1) Y re up BE 
0 
so ist «, 1. Bezeichnet man mit 9, —1 die größte in w, enthaltene 
ganze Zahl, so gelten die Ungleichungen 
128; 
1-12 <m; 
also auch 
EEE 
N RE a 
Wenn daher , irgendeine positive ganze Zahl ist, und wenn 
ne RE 
. 4 M-Dn®% 


gesetzt wird, so ist w>r,. DBezeichnet man daher mit ,—1 die 


größte in «, enthaltene ganze Zahl, so ist 
| Gert, 
G—mle0-%, 

Wenn also », wieder eine beliebige positive ganze Zahl ist, und wenn 

TEL, Y5 ri 

% 9% (M—1)n 0 | 
gesetzt wird, so ist analog wie oben auch @,>r,. In dieser Weise 
kann man unbegrenzt fortfahren und erhält allgemein: 


(2) vVerna-tl (Ve 5 RE), 

(3) 4 ea, W—l, 2,3...) 
"| 1 1 

(4) u CERBENEREN N 


&, vi (9, 3 2) 9 1 
wobei r,=1 zu setzen ist. 


a A EN LE Br a EEE N‘ 
4 Rn - ’ 
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Der Kürze halber werde nun 
(5) —-Dd=s P=1, 2,3, ...) 
gesetzt. Dann gelten nach (4) die Gleichungen 
RER Fl | ] 
RE 
RE er 
G PB 0 91 


Aus diesen folgt, indem man sie mit den beigeschriebenen Faktoren 
multipliziert und dann zueinander addiert, 

ni 
Led Sierra rer 1 


| 
=B ee ae: a 
dı 4ı are 51 59 On dv+1 51 59 5, 0 1-1 


v=] 


Analog ist auch 
BJ 


(6) 1 EDEN Bern 1 2% Yırıtı--Tiın-ı. 
rar rg 5; +1. Stv—1 ltr Sr Iırı Srn-ı Man 
y— ; 


(A193, a). 
Für n„=]1/ fallen die Summen auf der rechten Seite weg. 
In Gleichung (6) gilt für das letzte Glied auf der rechten Seite 
mit Rücksicht auf (2), (5) und (3) die Abschätzung: 


ER Te 1% = a eu!) ARE 
5, S7-1 2 RT Sı-tn- 1 Gm (9; 23 1) 9, ... (Hnı—]) 9,4 n—1l a! 
1 


= <—, 
(a2) Dr Te] Fe 
Daher ergibt sich aus (6) durch Übergang zur Grenze n=»: 
[0 0) 
El ET EEE] > 
7 _—— A Fern FEN ER 
Z 473 R22n S;+1°A4r—1 4 el 
Insbesondere für = I kommt, wenn man noch beiderseits die Zahl c 
addiert und Formel (1) berücksichtigt, 


oo 
(8) =c-+ ER NEE +7, E 


Yı m 5132..-8, +1 
Betrachtet man umgekehrt eine beliebige Reihe dieser Form, wobei 
die q,, r,, s, irgendwelche positive ganze Zahlen sind, die den For- 
derungen (2) und (5) genügen, so sieht man leicht, daß die Reihe kon- 
vergiert. Denn ihre Partialsummen sind monoton wachsend und be- 
schränkt, wie die folgende Abschätzung zeigt: 


me 
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I re re N (a—n.. Re De 
N Zus. 3, are 1... (Dan 
n—1 - e 


Su ud N EN 9,4177 I ee 
(1—Dg auıcn (=D 


| 
Pl LERNTEN u 
nn 
are: 91 zu TEE, MR: -Ir+1). 
BE NE 
Al ARM ul 
Für die unendliche Reihe selbst ergibt sich hieraus die Abschätzung 
Rn 
N = er 


212391 was 3182... tra Te 
m 
und = ist a 


(9. <t NZ Te ter Se 
Ti 9 es ne Ba G;4» 5 o—1 


Bei dem oben Sposchriekeren Prozeß, um zu solchen Reihen zu 
gelangen, konnten die positiven ganzen Zahlen r, völlig willkürlich ge- 
wählt werden. Wir wollen jetzt drei spezielle Arten besonders unter- 
suchen: | 

Erste Art. r,—=1. Die betreffenden Reihen heißen Lürothsche 
Reihen; nach (2) muß dann lediglich 9g,>2 für v>1 sein. 

7 Eeite Art. r,=q,—1. Die betreffenden Reihen heißen Br 
sche Reihen erster Art. Nach (2) ist dann gg >2 und 9,>q,_ 
Für po: 

Dritte Art. r,=(g,—1)g,. Die betreffenden Reihen heißen 
Engelsche Reihen zweiter Art. Nach (2) ist dann 9,>2 und 
,=(,_17 D,_4+1 für v>2. 

Für diese drei Arten von Reihen gelten die folgenden Sätze: 

Satz 47. Jede Zahl y läßt sich auf eine und nur eine 
Weise in eine Lürothsche Reihe 


0 6) 
ES 1 1 
ER BE EN, 9 (9 — 1. .-(»—DG Bi 
entwickeln, d. h. eine Reihe, bei der ce und q, ganze Zahlen 
sind, und zwar q,,>2 fürv>1. Umgekehrt ist jede solche 
Reihe konvergent. Ihr Wert ist irrational; nur wenn die 
Zahlenfolge g, 9% 93 ... periodisch ist, ist er rational. 
Satz 48. Jede Zahl 7 läßt sich auf eine und nur eine 
Weise in eine Engelsche Reihe erster Art 


2% a £ r D ‘ - ‚f' 4 
ER we f we 
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entwickeln, d. h. eine Reihe, bei der ce und g, ganze Zahlen 
sind, die den Ungleichungen 
122 
RE v=1, 2,3...) 

genügen. Umgekehrt ist jede Reihe dieser Form konvergent. 
Ihr Wert ist irrational; nur wenn ’in der vorstehenden 
Ungleichung für hinreichend große Werte von v dauernd 
das Gleichheitszeichen gilt, ist er rational. 

} Satz 49. Jede Zahl y läßt sich auf eine und nur eine 
— Weise in eine Engelsche Reihe zweiter Art 


entwickeln, d.h. eine Reihe, bei der e und q, ganze Zahlen 
7 sind, die den Ungleichungen 

Ki 122? 

: i era Ce Gerd P=1, 8, 5 ...) 
genügen. Umgekehrt ist jede Reihe dieser Form konvergent. 
Ihr Wert ist irrational: nur wenn in der vorstehenden Un- 
gleichung für hinreichend große Werte von» dauernd das 
 —_ Gleichheitszeichen gilt, ist er rational. 

u Daß derartige Reihenentwicklungen möglich sind, ist bereits ge- 
zeigt: ebenso daß alle Reihen der angegebenen Arten konvergieren. 
Es bleibt also außer den Irrationalitätskriterien bloß noch zu beweisen, 
daß die Darstellungen nur auf eine Weise möglich sind. Seien daher 


E 00 

23 ER RAT RE 
e: y=c+—- Re Tan 
Q b 4ı EN dt 

9 [4 ’ ’ 
: EAU ERNST 
a ur: 5 PIE, 

9ı 5; 92.0.8, vHı 


zwei Darstellungen von gleicher Art für eine und dieselbe Zahl y. Bei 
allen drei Arten muß, wenn für einen gewissen Index v einmal 9,= g, 
ist, offenbar auch »,=r/, s,=s/, sein. Setzt man nun 


j {0 ) 
f [ Le 2771 WER 1 1 si r ß 
Fr | SER — 2 AS gr (A=1, 2, AN 
u 10) ! G; = A. N" 4 — I= v . 
3 x | +3 1] Nike 1 1 REN 1 9 3 3 
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so ist nach (9) 
Y 1 1 1 ST, 
1 = = T b) ’ = Me $) 
A a A ee 1 RS RT ar 1 


oder also 
(11) 4 Jemen enge 
Anßerdem ist offenbar 


4 V—C +2. 


Daher ist sowohl ce als d’ die größte m. Zahl, die kleiner ist 
als 7, also c=c und folglich auch ,=a,. Aus (11) für =1 schließt 
man dann, daß sowohl 11 als 9, —/ die größte in =a, enthaltene 
ganze Zahl ist; also 9,=g,, und folglich auch EEE TEL 
folgt aber weiter: 

a ER 


I 
— 188 


EU ee 
Speziell für A=7 entnimmt man hieraus: «,—=«;,. Dann ist aber nach 
(11) auch wieder ,—g;, und folglich n=r,, = s,, usw. So fort- 
schließend findet man allgemein 9,=g/}), womit die Eindeutigkeit be- 
wiesen ist. 


Wenn y eine rationale Zahl ist, so erweisen sich nach (1) und 


(Were 


IR 1 ' 
(4) der Reihe nach auch «,, &, &3, ... als rational. Sei etwa Fe E 
1 
wo a, b positive ganze Zahlen. Nun ist nach (4) 
I _gzd,1 6-1 
RE a8 IE 


Bei den Lürothschen Reihen und den Engelschen Reihen erster 


Art ist aber Lake eine ganze Zahl. Aus der vorigen Gleichung ent- 
Y, 
nimmt man daher durch den Schluß von v» auf v—+-1, daß alle Zahlen 
1ER | 
a rationale Brüche mit dem Nenner b sind. Für — sind demnach nur 


X, Sry 


die 5 Werte 


1aE 2 b 
re 
möglich, so daß unter den Zahlen — gleiche sein müssen; sei etwa 
U 
Ve 
GAS UT: 
Dann stimmen aber auch die Lürothschen Reihen bzw. Engelschen $ 


a 7; < 
Reihen erster Art für —— und — überein; es ist also 
Ant k 7 


£ dad a 
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Ontier» Qu v0, fi JE Hi 
d. h. die Folge 91, 93, 93, -.. Ist periodisch. 


Umgekehrt, wenn die Folge periodisch ist, so muß einmal «,..= «@, 
sein. Dann folgt aber aus der Ban (6) speziell für A=h, n=k: 


(2 Fee =: EN. Th rL 1 
&, Sp er. Spt ah qn BEE -1 ER 


Hier steht rechts eine positive rationale Zahl; also kann auch die 
Klammergröße auf der linken Seite nicht verschwinden, und indem 


man durch sie dividiert, erhält man — als rationale Zahl. Nach (4) 
- (, 


erweisen sich dann die Zahlen - rk = der Reihe nach ebenfalls 
h—1 1 

als rational, und schließlich ist nach (1) auch y rational. 

Bei den Lürothschen Reihen und den Engelschen Reihen erster 
Art ist also die Periodizität der Folge 9,, 93. 93, ;.. das entscheidende 
Merkmal für Rationalität. Da aber bei den Engelschen Reihen erster 
Art q,:,—g, ist, so besagt Periodizität bei diesen soviel wie: Für 
hinreichend große v ist stets 9,.1= 9, 

Wir wenden uns jetzt zu den Engelschen Reihen zweiter. Art. 
Bei diesen ist r,—=(g,— 2)g,, folglich nach (4) 

(12) enge RE 


N ur 


ri } 3 i 4 7 
Wenn y, also auch «, rational ist, so sei etwa ENT wo a, und 5b 
17 
positive ganze Zahlen sind. Setzt man dann 
1 da, Ah 
(13) a BR W238 en), 
&, bqı 93: - Av- 


so sind auch die Zähler «a, positiv I ganz, und zwar ergibt sich 
aus (12): 


(14) Hh=bro, 
(15) a,,=bnR- Hat Ve 3, 4...) 
Nun war bei unseren Reihenentwicklungen stets «&,.,—r,; also R 
PET EORBER = ER EEE TE = (9,—1)q,, 
A ,-; 1 
oder 


b41%- az — 1%: 
Mit Rücksicht auf (15) folgt hieraus: 
d,4Q, >= (Gi 4, Ei 2 Dean G, a 
also «, >a,,,. Die positiven ganzen Zahlen «a, sind daher monoton 
abnehmend und folglich 'von einer gewissen Stelle an alle einander 
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gleich. Ist das etwa von v=n an der Fall, also a,=a, für vn, so 
ist nach (13) 


= fürv >n. 
Also nach (12) | 
a ee ur vn, 
oder nach «a, aufgelöst: 
0,=0,—1 fürv>n. 
Da nach Obigem aber «,,,=«,g, ist, so folgt: 
9,1—1=(,—-)g fürv>n. _ 
Umgekehrt, wenn für v>n stets diese Gleichung gilt, so ist 
1 1 1=- 1 1 fe 
— für » u 


4» I % (el) Ir © % nl 
Daher ergibt sich durch Summation nach »v: 


und somit: 


Also ist y rational. 
Beispiel. Die Reihe 
je 6) 


ER > i 
e Tas 1 2,32..0#2) < 


ist eine Engelsche Reihe erster Art mit 4 „=»v-+1. Daraus folgt aber- 
mals. die Irrationalität der Zahl e. 


$ 35. Die Cantorschen Produkte. 


Für die Zahlen, die größer als 7 sind, hat G. Cantor auch eine 
Darstellung als unendliches Produkt angegeben. Um sie zu gewinnen, 
benötigen wir der Hilfsformel 


| 


(1) = 2-2) [ [e+ 9-2", 


v—0 
die sich durch den Schluß von n auf n-+1 beweisen läßt. Denn offen- 
bar ist die Formel richtig für n=1; wenn sie aber für einen gewissen 
Wert von » gilt, so ergibt sich durch Multiplikation mit 1-++ x?” sofort | 
auch die Gültigkeit für den nächstfolgenden Wert. ; 


Er 


ae LE 


W2yCce che n R 
ge BR, RUE 
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Für |x.</ kann man in Formel (1) zur Grenze N © übergehen 
und erhält dadurch die Gleichung: 
E [ee] 


Ro IIT+)- 


v—0 


(für |x|<2). 


- Nun sei «, eine Zahl größer als /. Ist y, die größte in Are 


enthaltene ganze Zahl, so ist 1, und 


. B<. 7 <at. 

Hieraus folgt: 

- f | ,>1+ FR 

| und falls ,>]7 ist, auch ; 

E Ss, Gas 

E Daher ist g, die kleinste positive ganze Zahl von der Art, daß @,>/ 5 


- 0 
ist. Setzt man also 


> y ya 

= " 2 „je 
Bi .' Io 
so istauch a, > /, und man kann auf «, den gleichen Prozeß anwenden 
m wie auf ou. In solcher Weise kann man BuBESTeDZt fortfahren und 
erhält allgemein die Formeln: 


3 3) en | EN EIS: 
3 . Die Ungleichungen (3) sind ae mit den ee beiden: 
Br (5) >14 BD: 1, R; es: 
| E- (6) en, . ‚ falls ER ER 
Nach (5) und Br ist | 
| er 
+1 4 + EEE p) 
I, 


also, wenn q,>1 ist, nach (6): 


IK. MANN I ae RN E 
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oder einfacher q,,1,>g;—1. Diese Formel gilt aber offenbar auch 
poch, wenn einmal 7,=]/ sein sollte; daher ist ausnahmslos 
(7) a P=0, 1,2, ...) 
Aus (4) folgt weiter: 


N] 
1 | 
(8) Bo 1J E - = Ne 3, 


Wenn einmal q,=1 ist, so muß nach (7) für v<n erst recht q,—=1 
sein, und aus (8) folgt dann 
a A 

Da diese Ungleichung unmöglich für beliebig große Werte von n gelten 
kann, muß auch einmal q,>1 werden. Sei daher / ein Index derart, 
daß 9,>1 ist. Dann ist ,=—2, und aus (7) folgt: 

an en 

Hrzhmn—? 
und allgemein 

In- > er A=1,2,3,...). 
Daher wachsen die q, mit » über alle Grenzen, so daß man aus (5) 
und (6) sogleich schließt: 


lim o,=.1. 
n—= @ 
Dann folgt aber aus (8), indem man durch «, dividiert und zur Grenze 


n—=& übergeht: 


o »- 62) 


Nun können wir den folgenden Satz von G. Cantor beweisen: 
Satz 50. Jede Zahl «,, die größer als I ist, läßt sich 
auf eine und nur eine Weise als unendliches Produkt dar- 


stellen: 
Ar 14), 
-1It+; 


v—0 
wobei die g, positive ganze Zahlen sind, die den Un- 


gleichungen 9,.1,—g, genügen und nicht alle gleich 1 sind. — 
Umgekehrt ist auch jedes derartige Produkt konvergent. 
Sein Wert ist irrational; nur wenn in der vorstehenden 
Ungleichung für hinreichend große Werte von v» dauernd 
das Gleichheitszeichen gilt, ist er rational. 

Die Konvergenz eines solchen Produktes wird, wenn /Jı wieder 
einen Index bedeutet, für den 9,>1 ist, offenbar bewiesen sein, wenn 
wir zeigen können, daß das endliche Produkt 


- oder etwas anders geschrieben: 
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hn—1 


I1e+3-Ie 


vh v0 


v—l 
unter einer von n unabhängigen Schranke bleibt. Dieses Produkt ist aber 


1 \ gi 
RT a in 
er 1 Z L2 In, A N) 
= a En ren [nach Formel (1)]. 
wen I 1 a # q,—1 
en >. In 
Damit ist die Konvergenz bereits bewiesen, und zugleich ergibt sich 


die Abschätzung 
je e) 
2: 29; 
(\I+—-1<—-—, 
II | bi n ort . 


vw 


oder nach Multiplikation mit ,—1: 


(10) el) II f - 2 op 


vll ü 
Diese Ungleichung ist aber augenscheinlich auch dann richtig, wenn 
9,=]1 ist; sie gilt also ausnahmslos für A=0, 1, 2,.... 
Nun müssen wir noch zeigen, daß eine Produktdarstellung 


a \ \ 
A u + = e 
j v—0 
bei der g,:,—g, ist, nur auf eine Weise möglich ist. Zu dem Zweck werde 


je 0) 
(11) a a er 


\ 
vl 


gesetzt. Dann ist offenbar a,>I, und außerdem nach (10) 
del ZN; 


wer 
45 7 2 An 
Weiter folgt aber unmittelbar aus (11): 
fr 
(12) 0, = (14 —) &)-; 12 
In, 
also ,>1+ oder etwas anders geschrieben 
h 
A, 
—_— EN 
(er u Yn + 


Zusammenfassend ist also 


a, 
=, 7 <qtT, 
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und das besagt in Verbindung mit (12), daß die Zahlen g, keine anderen 
sein können als die, welche man durch den zu Beginn dieses Para- 
graphen beschriebenen Algorithmus gewinnt. Die Eindeutigkeit der 
Darstellung ist damit bewiesen. 

Wenn «, eine rationale Zahl, so sind auch sämtliche- «, rational. 
Wir setzen dann 2, wo Di b, teilerfremde positive ganze Zahlen 
sind. Dann ist a,>Db,, und 


oder 


Hieraus folgt: 


(13) VE RITA: 
(14) (,+2)b,= d, 41; 
wo d, eine positive ganze Zahl ist. Durch Subtraktion erhält man: 
(15) la, —5,)—b,=d, (0,53 = 51) 4,1, —5,41 
Nun ist aber 
ve a, 


IE a,—b,' 
also g9,(a, —b,)<a,, so daß aus (15) auch folgt: 
A, b, > 4,417 d,+1- 


Die positiven ganzen Zahlen a,— db, nehmen also mit wachsendem v 


monoton ab und sind daher von einer gewissen Stelle an alle einander 
gleich, etwa gleich k. Tritt das von v=n an ein, so ist also 


(16) a,—b,=k für men: 
Dann ist aber nach (15) 
q,k=-b,=d,k i für vn. 


Also muß b, durch % teilbar sein; nach (16) ist dann auch a, durch k 
teilbar, und weil a,, b, ehyairae sind». folgt: KT: Nach (16) ist 
daher eg für v>n, also 

Ei = Er gs für vn. 
Nach der Definition der Zahl g, folgt hieraus auch: q,= a,. Nach 
(13) ist daher 


1% = d,g41 für von; 
weil aber q,.,>g, sein muß, folgt hieraus: d,—=1 und 
Iv+1 % für vn. 


‚Wenn umgekehrt für v>n stets q,,1,=g, ist, so hat man die 
Gleichung 


' hd , 
4 ö 
7% — L 8 
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le) 1le)- II) 


oder wenn man das letzte unendliche Produkt nach der Formel (2) 


auswertet, 3 
= 142) — 
v—o I 1 


In 
Daher ist a, rational; womit Satz 50 vollständig bewiesen ist. 
Beispiel. Wenn ,=g>]I und stets 9,3, =29—1 ist, so ist 
gewiß g,:ı1> 9,; die für g, verlangten Ungleichungen sind also erfüllt. 
Da nicht 9,:,=9} ist, muß der Wert «, des Cantorschen Produktes 
irrational sein. «, läßt sich aber auch leicht berechnen; denn es ist 
identisch 


NEE 
1 n; 2a —1 
> Rh 
? x 
also speziell für 2=g,: 
1 
1 Tao 
(1 (74 Er 
q, Q,+1 1 At 
Daher | 2 
FFa22Cr 1 1 
II.) 110 )- ne 
er Ay en Iv-+1 Bde Ba, Io 
20 


oder wenn man mit Z+ 2 multipliziert und auf der linken Seite diesen 


| 0 | | 

Faktor dem zweiten Produkt einverleibt, 
To (242)=45 

9%—1 90 Meng 

Zieht man die Quadratwurzel, so erhält man a,, und es ergibt sich 

die Formel von Engel: 


I 1 
g+1 -] (+2 | 
Br EE, 
HI Gur2p-1 Tune DD, 


Das Produkt konvergiert sehr rasch wegen des raschen "Wachstums der 
g,. Für q9=3 folgt zi B. 


e 1 4 Y; 15a 
(+3) 7) er) 


Ay %o, = 
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Fünftes Kapitel. 


Approximation irrationaler Zahlen durch rationale. 


sS 36. Approximation einer einzelnen Irrationalzahl. 


Wie wir im vorigen Kapitel sahen, läßt sich jede irrationale Zahl 
auf mannigfache Weise durch rationale Brüche beliebig approximieren. 


Ist 2 ein die Zahl £ approximierender Bruch, wobei wir den Nenner q 
q 


pP 
q 
mation. Je kleiner der Fehler sein soll, um so größer wird man im 
allgemeinen den Nenner g (und folglich auch den absoluten Betrag 
des Zählers ») wählen müssen. Daher werden besonders solche Ap- 
proximationen Interesse verdienen, die schon mit verhältnismäßig kleinem 
Nenner einen recht kleinen Fehler ergeben; wir fragen, was sich in 
dieser Hinsicht erreichen läßt. Ganz trivial ist folgendes: 

Wenn g irgendeine positive ganze Zahl ist, so läßt sich jede ir- 
rationale Zahl { durch einen Bruch mit dem Nenner g derart approxi- 


stets positiv nehmen, so heißt |\{— der Fehler der Approxi- 


IX 
mieren, daß der Fehler kleiner als — ist. In der Tat sei » die größte 


in g{ enthaltene ganze Zahl, also 
DE 06 Dreh: 

dann ist 

r 1 

Ka <—, 

| q q 
Wesentlich tiefer liegt 
Satz 5l. Jede irrationale Zahl £ läßt sich so durch 
pP 


rationale Brüche - approximieren, daß der Fehler 


| aa 1 
| 4.19 


ist. Es gibt unendlich viele Brüche dieser Art, also auch 
solche mit beliebig großem Nenner, bei denen also der 
Fehler beliebig klein ist. 

Der Beweis dieses Satzes ist bereits in $ 30 erbracht. Denn wenn 
man ( in einen regelmäßigen Kettenbruch entwickelt, der wegen der 
Irrationalität unendlich ist, so hat nach $ 50 jeder Näherungsbruch 
die vorstehende Eigenschaft. 

Eine sehr bemerkenswerte Verschärfung hat der Satz 51 durch 
Hurwitz erfahren, von dem folgendes Resultat herrührt: 


Js r“ di ea 4 
a 25 BUN 
Bu 2 - sr et 
«“ en [ - 
a r a eds n 
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Satz 52. Jede irrationale Zahl £ läßt sich so durch 


rationale Brüche nr approximieren, daß der Fehler 
1 
| < — 
| g! Yög 


ist. Es gibt unendlich viele Brüche dieser Art, also auch 
solche mit beliebig großem Nenner, bei denen also der 
Fehler beliebig klein ist. 

| Beweis. Als irrationale Zahl läßt sich £ wieder in der Form 
‘eines unendlichen regelmäßigen Kettenbruches darstellen. Wir wollen 
_ zeigen, daß von drei aufeinanderfolgenden Näherungsbrüchen mindestens 
einer die vorstehende Eigenschaft hat. Indem wir die Bezeichnung 
der $$ 29—32 wieder aufnehmen, also insbesondere auch £, statt & 


B schreiben, entnehmen wir aus der Formel (5) des $ 30: 
| a - a Ir ER 
a ER ZZ —————— I 
| Bi DB, (Bn Eee =: Be) (int. he =D 5 


Daher ist zu zeigen, daß für drei aufeinanderfolgende »-Werte min- 


 _ destens einmal 
x B,- y= 
e- SH r IE = Y5 


ist. Wenn also zur Abkürzung 


Vena | 
(1) ER — Pn+1 (n = Ö, 2; 2, de % 
gesetzt wird, so muß gezeigt werden, daß aus 
mtr Pn+1 = 5, 
(2) 
Sn+2 wi Pn+2 = Y5 
notwendig folgt: 
5 | On+s Zu In+3 > Y5 : 
Be. Nun ist für A >1 
1 
b, Ze 
; +1 “ 
1 B, _&B.-1+ Bi 
3, nr b — “ 
(3) pr PBı-ı De iR 
Daher durch Addition 
1 
BE Q=1, 2,3, ...). 
GH Patı 
Aus der ersten Ungleichung (2) folgt hiernach insbesondere auch: 
| I 7 — 
TR Erd. 
Er Sn+2 Pn+2 / 


Perron, Irrationalzahlen. 9 
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Hieraus und aus der zweiten Ungleichung (2) ergibt sich: 


(y5— 012) (15- ——) = ARE ; Bi 1% 
Pn+r2 Ä 


n—+-2 
oder also 


— vi 
+2 


N 
Weil aber g,;, rational ist, ist hier Gleichheit ausgeschlossen, und 
man erhält: 


Pn+2 Ir Er Y5< 0 ) 
Pn+r2 
oder nach Multiplikation mit der positiven Zahl „12: 
2 — Abar 
' 9 V59nr + Z7<yz- 


Ir 5 
Hier steht aber links das Quadrat der positiven Zahl en so 


daß sich durch Wurzelziehung ergibt: 


y5 7 


FE Prnr2 9 
oder also: 
VB—1 
Pnt2 E> Ss . 


Wäre nun die zu beweisende Ungleichung nicht richtig, sondern‘ 
im Gegenteil 


rs ir Pn+3 a Y5, 
so könnte man hieraus ebenso schließen: 


Wo, 


Pants = 2 
Dann wäre aber [vgl. oben Formel (3)] 
1 2 5—1 
Dar N r2 


——], 

EEE y5—1 2 

während doch b,,, als positive ganze Zahl >/ sein muß. Damit ist 
die Behauptung bewiesen. 

Der Satz 52 ist besonders deshalb bemerkenswert, weil er keine 
Verschärfung mehr zuläßt. Denn auf die Frage, ob noch bessere Ap- 
proximationen möglich sind, indem an Stelle der Zahl Y5 in Satz 52 
eine größere Zahl stehen darf, gibt der folgende, ebenfalls von Hurwitz 
herrührende Satz eine verneinende Antwort. 

Satz 53. Ist c eine Zahl größer als Y5, so gibt es ir- 
rationale Zahlen Z, für welche die Ungleichung 
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höchstens eine endliche Anzahl ganzzahliger Auflösungen 


p, qg hat. Insbesondere ist Hl eine solche Zahl. 
Nimmt man nämlich an, es gäbe beliebig große ganze Zahlen p, g 
derart, daß 
5+1 
| 2 4209 
| ist, so setze man 
Ei Er 
{ Dann ist 1a1<2, und durch Quadrieren folgt: 
Y- RI 270°... 0° 
= zz + ie 
Subtrahiert man hiervon die Gleichung (4), so erhält man: 
LER RER ER) 


| U ER 
& oder nach Multiplikation mit g?: 


d2 
rt 
> 
; ' und wenn man rechts für den Wert aus (4) einsetzt, 
Y 
4 Reg 
e EN ar 
R Also | 
r v5 " 
2 ER TERM Drkher 
; Ps er Sr per 


Da aber c>Y5, so ist die rechte Seite für hinreichend große Werte 
von g kleiner als /, und da links eine ganze Zahl steht, muß sie Null 
sein. Daher 


Re 
oder etwas anders geschrieben: 
24+P?=5Pp, 


so daß Y5 gleich der rationalen Zahl te wäre. Unsere Annahme 


führt also auf einen Widerspruch, weil Y5 doch irrational ist. 
9%* 


Be a ec ana ER ee rk 
ee BB EZ NR Bas “ KLoE a en et" = ER ner, 
ie WEB RT a -- BT NR 
’ DEAN ® , er > PR. Ar RN 
u Br x u FA 
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$ 37. Gleichzeitige Approximation mehrerer Zahlen. 


Sind &,, &, -.., &, irgendwelche Zahlen, so kann man sie durch 
rationale Zahlen mit gemeinsamem Nenner beliebig approximieren. In 
der Tat, ist q eine beliebig große ganze Zahl und bezeichnet man mit 
p, die größte in g&, enthaltene ganze Zahl, so ist 


9 See Der Pl 2, ..,n) 
also 
| I! 
Bene sten rg | 
| EEE 0 n) 


Das ist trivial. Man kann aber auch viel genauere Approximationen 
angeben. Es gilt nämlich der folgende Satz, der eine Verallgemeinerung 
des Satzes 51 ist: | 

Satz 54. Beliebige n Zahlen &, &, ..., &, lassen sich 
derart durch rationale Brüche mit gemeinsamem Nenner q 
approximieren, daß die Fehler 
| p,| z 


= 


Ka ee le Be a 
Serie 

sind. Wenn mindestens eine der Zahlen £&, irrational ist, 
so gibt es unendlich viele Systeme von n Brüchen dieser 
Art, also auch solche mit beliebig großem Nenner, so daß 
die n Fehler beliebig klein werden!). 

Wir beweisen diesen Satz mittels einer berühmten Methode, die 
auf Dirichlet zurückgeht und die auch weiterhin in diesem Kapitel 
uns noch gute Dienste leisten wird. 

"Dabei wollen wir allgemein die größte in einer Zahl « enthaltene 
ganze Zahl mit (a), bezeichnen und 


| a— (a), = (@), 
setzen, so daß stets 
0<(a),<1 
ist. Dies vorausgeschickt, sei ? eine beliebige positive ganze Zahl, und 
"+-1=1. 


Betrachtet man dann die !n Zahlen | 
BE OEL N ed 
so ist jedenfalls O<(A&,),<]1; also auch 
St AEG LD2 ra a 
!) Sind alle &, rational, so kann man natürlich alle n Fehler zu Null 


machen, indem man die £, als Brüche mit gemeinsamem Nenner schreibt: 


&, = 
g 


z 
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Zur Abkürzung bezeichnen wir die größte in t(2&,), enthaltene ganze 
Zahl mit g,,, setzen also 

GAS), = m A=12,.,bv=12,...,n). 
Wegen der vorigen Ungleichung ist dann auch 

Bes au MELDE APEel 2.8, 
so daß für das System von » ganzen Zahlen 

91» Saas») Ian 

nur £* verschiedene Wertsysteme möglich sind. Unter den /=t"+1 
Systemen von je » Zahlen 

911, Iıa» +, Iın 

Yaır Saar. 3. Jan 


Iı1 912» re Iın 

müssen also gleiche sein. Sei etwa 
(1) Ikı  IMıy Ina Ina » +» Inn Ins 
(2) TEhZk<IL, 


Nach der Definition von g,, ist dann auch 
1&(k &,), — t(hE,),|<1 V=1, 2, u) n), 
oder also 
1 
(RE), —(h 8), I<Z EI RER N 


Daher auch 
A b ı 1 ‚ 
KR —kE), FRE), RE, AE)<Z O=h% um). 


Die ganze Zahl k—h ist nach (2) positiv und </—1. Bezeichnet 
man sie mit g und setzt weiter 

(k &,),— (RS), =D» P=1.23,,.,9), 
so sind auch die p, ganze Zahlen, und nach der vorigen Ungleichung ist 


’ 7 
9,—9,|<T a ER 
also, weillg<!—1=!" ist, z 

’ 

(3) 1,2 er W=1,2, ..., N). 
| gr: 7 ayq 
| Damit sind solche Approximationen, wie sie Satz 54 behauptet, 
nachgewiesen. Daß es unendlich viele Systeme von » Brüchen dieser 
Art gibt, wenn wenigstens eine der Zahlen £&, irrational ist, folgt daraus, 
daß die Zahl it beliebig groß gewählt werden darf. Denn betrachtet 
man nur eine endliche Anzahl s solcher Systeme 
Perir Ban SSe Be 

gı 42 RE 


Sl y; 
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und ist etwa &, irrational, so kann man eine so große ganze Zahl # 
bestimmen, daß 


RE | 
„Put (k=1, 2, ..., 8) 


ist. Der Bruch > der alsdann der Ungleichung (3) für v= 1 genügt, 
ist daher gewiß von jedem der s Brüche 
+ (em ar 


% 
verschieden, so daß die s Systeme nicht die einzigen dieser Art sein 
können. | 

Anders ist es, falls alle &, rational sind. Wenn etwa b der Haupt- 
nenner ist, und 
di, 


, (vH 2 BR 


= 


so leisten natürlich die Brüche nn das Verlangte. Man sieht aber 


b 
leicht, daß es keine hiervon verschiedenen Brüche mit beliebig großem 
Nenner g gibt, die dasselbe leisten. Denn für q>b* folgt aus der 
Ungleichung 


E Pr) 2|0r Be 3 1m dr U Ro 
ar bg 
sogleich 

b 
DEREN eh 


q > 
und da links eine ganze Zahl steht, muß sie Null sein; also 
Te | ZEN EN 

Man kann fragen, ob der Satz 54 eine ebensolche Verschärfung 
zuläßt, wie wir sie für den Satz 51 im vorigen Paragraphen fanden. 
Es fragt sich also, ob es eine Zahl ce gibt, die größer ist als / und 
derart, daß stets Approximationen mit beliebig großem Nenner g möglich 
sind, für deren Fehler die Ungleichungen 


N | 
| ‚-2i< = N 
cayq 
ae Br 
gelten. Minkowski hat gezeigt, daß ce = „ eine solche Zahl ist; 


doch müssen wir auf die Wiedergabe seines nicht einfachen Beweises 
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hier verzichten. Der äußerste zulässige Wert für e, als welchen wir 
im Fall n=1 den Wert Y5 nachgewiesen haben, ist für »>]I nicht 
bekannt. Wohl aber konnte der Verfasser neuerdings zeigen, daß die 
zulässigen Werte c für jedes n wenigstens beschränkt sind, daß also 
keine beliebig großen Werte c zulässig sind. Wir müssen uns aber 
hier mit dem Hinweis auf das Literaturverzeichnis begnügen. -Ein 
weniger scharfes Resultat war vorher schon von Borel angegeben 
worden. 

Es liegt nahe, für diese Fragen die Übertragung der Methoden des 
vorigen Paragraphen, die auf der Kettenbruchdarstellung einer Zahl & 
beruhen, auf Systeme von » Zahlen zu versuchen. Solche Versuche 
sind aber bis jetzt gescheitert. Zwar hat Jacobi einen dem Euklidi- 
schen Algorithmus für eine Zahl Z, ganz analogen Algorithmus für 
zwei Zahlen &,, & ersonnen, der sich leicht auf n Zahlen &,, ..., &, 
übertragen läßt und zu Bildungen Veranlassung gibt, die den regel- 
mäßigen Kettenbrüchen in formaler Hinsicht vollkommen entsprechen. 
Das Analogon zu einem Näherungsbruch ist dabei ein System von n 
Brüchen mit gemeinsamem Nenner. Jedoch ist von dem Verfasser 
nachgewiesen worden, daß diese Analogie nicht allzutief greift. Die 
betreffenden Folgen von Näherungsbrüchen konvergieren zwar gegen 
die Zahlen &,, ..., &,, aber im allgemeinen langsamer, als zu erwarten 
stand, und nicht derart, daß die Fehler den Ungleichungen des Satzes 54 
genügen. 


$S 38. Rationale Abhängigkeit und Unabhängigkeit. 


Ist & eine Zahl, so heißt jede Zahl der Form r $, wo r rational 
ist, von & rational abhängig; jede andere Zahl heißt von & rational un- 
abhängig. Wenn allgemeiner &,, &, -.., &,_., irgendwelche Zahlen sind, 
so heißt jede Zahl der Form 

FEN en Men 
von &, ..., &,_, rational abhängig. Jede andere Zahl heißt von 
&, +, &—] Tational unabhängig; womit zunächst nicht gesagt ist, 
daß es solche Zahlen gibt. 

Die n Zahlen &,, &, ..., &, heißen voneinander rational ab- 
hängig, wenn irgendeine von ihnen, z.B. &,, von den andern rational 
abhängig ist; dann ist also 

5, et 51 PR rg &, 4 Es 2 Ya ZEN 
oder wenn man mit dem Hauptnenner der r, multipliziert, 

(1) a 51 Fr Qg & + ud Ar 42 n—1 1 *r An 5 75 0, 
wo die a, ganze Zahlen sind. Die n Zahlen &, ..., &, sind also 
dann und nur dann voneinander rational abhängig, wenn eine Relation 
der Form (1) besteht mit ganzzahligen Koeffizienten «,, die nicht alle 
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verschwinden. Besteht eine solche Relation nicht, so ist keine der 
n Zahlen von den andern rational abhängig; die » Zahlen heißen dann 
voneinander rational unabhängig. Damit ist noch nicht gesagt, 
daß es beliebig viele voneinander rational unabhängige Zahlen über- 
haupt gibt. Daß das aber tatsächlich der Fall ist, lehrt der folgende 
Satz, in welchem wir die Zahl n beliebig groß annehmen dürfen, da 
es bekanntlich unendlich viele Primzahlen gibt!). 

Satz 55. Sind 92,, Ps, -::;, P) voneinander verschiedene 
Primzahlen, so sind ihre Logarithmen voneinander rational 
unabhängig. 

In der Tat, wenn eine Relation 

a, log pı+ log Pa + -.:+ a,log = 0 
mit ganzzahligen Koeffizienten a, bestände, so wären diese Koeffizien- 
ten, soweit sie nicht verschwinden, teils positiv, teils negativ. Bei ge- 
eigneter Numerierung der Zahlen »p, können wir annehmen, daß etwa 

a,—0 fürs pe ha Pale: 

a,=—b,<0 fürv=k+], er 
ist. Dann besagt aber die obige Relation soviel wie: 
a,logpıt... + a.logpr = di41l08Pı4ı + + Dnlog pn, 

oder, indem man von den Logarithmen zu den Zahlen übergeht: 


Mr by 


pe —pet pn 
Aber das widerspricht dem Satz, daß jede Zahl sich nur auf eine Art 
in Primfaktoren zerlegen läßt. 
Eine Folgerung aus Satz 55 ist 
Satz 56. Es gibt keine endliche Anzahl von Zahlen 
derart, daß jede beliebige Zahl von ihnen rational ab- 
hängig wäre. 
Nehmen wir m an, es gäbe etwa » —I solcher Zahlen 
ER EN 
Dann müssen insbesondere auch die n Zahlen des Satzes 55 von diesen 
rational abhängig sein, also gelten die Gleichungen 
| logp=rı@ t+r19%+... + r,n-1® 
(2) log Ppp—r310ı 4 Ya @gt + Pa, n-1 9n-ı 
log .Pp, ar Hi Eu Yn2®g an Ser Naun-ı O1} 
wo die r,, rational sind. Die einfachsten Sätze über die Auflösung 


1) Daß es beliebig große, also unendlich viele Primzahlen gibt, hat schon 
Euklid auf folgende Art bewiesen. Um eine Primzahl zu erhalten, die größer 
als die beliebig große ganze Zahl g ist, bilde man die Zahl g’+1. Diese ist 
durch keine Zahl, die <g ist, teilbar, weil sie bei jeder solchen Teilung den 
Rest 1 läßt. Ihre Primfaktoren sind also >g. 
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_ linearer Gleichungen lehren dann, daß die a—1 homogenen Gleichungen 
mit n Unbekannten. 

trat: nm 0; 

Yun at ranıdat + run m 0 
sich durch gewisse rätionale Zahlen x,, ..., &,, also wegen der Homo- 
genität auch durch ganze Zahlen befriedigefi lassen, die nicht alle ver- 
schwinden. Dann folgt aber auch aus An: 

2, logpı + @2logpa+... + log p,= 0, 

was dem Satz 55 widerspricht. 

Eine etwas andere Formulierung des Satzes 56 ist 

Satz 56a. Zu beliebig vielen Zahlen gibt es stets eine 
weitere, die von ihnen rational unabhängig ist. 

Wenn die n Zahlen &,,..., &, des Satzes 54 nicht voneinander 
rational unabhängig sind, lassen sich leicht bessere Approximationen 
nachweisen, als dort angegeben. Es gilt nämlich 

Satz 57. Wenn unter den n Zahlen $,..., &, nur m von- 
einander rational unabhängige sind, so gibt es eine positive 
Zahl C derart, daß die n Ungleichungen 

| Br) < a EI | 
Bra 
in ganzen Zahlen p,, q mit beliebig großem g lösbar sind. 

Beweis. Der Fall, daß alle &, rational sind (was natürlich m=1 

zur 2 hat), kann als trivial beiseite bleiben. Sind dann etwa 


& == +, &m die voneinander rational unabhängigen Zahlen, so ist 
Se 
— Iru Sn , 
Hg a gr b=m-+]1,...,n), 


wo a,, und b ganze Zahlen sind. Nach Satz 54 lassen sich die m 
Zahlen &,,...., &, derart durch rationale Brüche mit beliebig großem 
Nenner f approximieren, daß 


Du sE 
DESHE De r (u=1, 2, ..., m) 
Tyq 
ist. Für v>m ist dann 
m 3 mM 
a \ 5 a \ 
Sa Ay, 


RR: Em Tu 2 (#7) | Re 
u—1 


- 
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Setzt man daher 


= 
DER (u=1,2,..., m), 
N a,..=P. P=m+J,...,n), 
ul 
so besagen die beiden letzten Ungleichungen soviel wie: 
byb : | 
7 = U [nl an: 
ala 
.D1a.173 
PB hen W=m+J1, ..., %). 
| oa 


avaq 
Damit ist Satz 57 bewiesen, wenn man unter C die größte der I+n — m 
Zahlen 


m 


by5, > ja,. 178 =m+J1,...,n) 


versteht. 


$s 39. Homogene diophantische Approximationen. 


Seien 
m 5 2 
31 3S>123 72° 73731 
&p1- $29, En ns Som 
er 85 Ent Sn m 


n Systeme von je m Zahlen; wir bilden mit ihnen die » linearen 
Formen | 


m 


B— > E,.0, ey) 
ul 
Sind alle &,, rational, so kann man die x, als’ganze, nicht sämtlich 
verschwindende Zahlen so bestimmen, daß die » Formen selbst ganz- 
zahlige Werte annehmen; man braucht ja die x, nur so zu wählen, 
daß sie durch den Hauptnenner aller Zahlen &,, teilbar sind. Wenn 


aber die Zahlen &,, alle oder zum Teil irrational sind, ist eine solche 


Bestimmung der x, unter Umständen zwar auch möglich, im allgemeinen 
aber nicht. Denn wenn z. B. die m +1 Zahlen 


RT 22 
5113 S12» a San 


voneinander rational unabhängig sind, so kann die Form F, für ganz- 


zahlige x,, die nicht alle verschwinden, offenbar nie ganzzahlig werden.’ 
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In allen Fällen aber lassen sich die ganzen Zahlen x, so be- 
stimmen, daß die Formen F‘, sich von ganzen Zahlen beliebig wenig 
- unterscheiden. Über die Approximation, die dabei mit verhältnismäßig 
kleinen ‘Werten von |z,| erreicht werden kann, gibt folgender Satz 
Aufschluß: 


Satz 58. Ist eine (beliebig große) positiveganzeZahl 
so lassen sich die n es 


ie Lu | Be Fl, 2,0: 


durch solcher ganzen RR £,, 4, befriedigen, daß 


2, st” TEILE), 
ist, und daß nicht alle x, verschwinden. 


Für m=1I läuft der Satz auf das in $ 37 Bewiesene hinaus. 
Im allgemeinen Fall beweisen wir ihn ebenfalls mit der Dirichletschen 
Methode Indem wir die Bezeichnung des $ 37 wieder aufnehmen, 
setzen wir 
(em), —1 - 


»<(I-+D®. 
Sind a,,-.., @,„ irgendwelche ganze Zahlen aus der Reihe 0, 1, . 


dann ist gewiß 


m 


0<:(Dii.a.) <: v=1, 2, Ze n); 
u—1 
also auch, wenn zur Abkürzung 


( S a .)), Ela 


gesetzt wird, 
Be: ..(1) 0< 4.0: V=1,2,...,n). 
Wenn a,. ..., a, unabhängig voneinander die Werte 0, 1,..., 2 durch- 


E laufen, so erhält man (Z+4-])” Systeme von je n ganzen Zahlen 


91(@, a. An); 92 (9; Enz An); en In (Ay, a Ay)- 
_ Unter diesen Systemen können aber wegen (1) höchstens ?" verschiedene 
sein, und weil *<(/+ 1)” ist, müssen sich gleiche darunter finden. 


Sei etwa 
9,(4, 23 4m)—9, (bi, ne. b„) (= Z: PR .... n). 
Nach der Definition von g, ist dann auch 
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ıD 5.0) a = „)<r P=1, 2, Frhr n), 
ul H ul 


oder also 
m | m | S S 
Sun -Sen)-Iuurgen) 
a1 De a u—1 u—1 g 
- S TE, h ii 
a 5, u FET, Su u = Ti s 
_ v1 f 
Das besagt aber, wenn 
Au b,. —d, (m 77 I; 2, ) m), 
e> Syu a) Fr > Sr ) —Y Wz 1, 2, ) n) 
ul 9 u—1 


gesetzt wird, soviel wie: 


277 


Dun 


= 


(Welser 


Dabei sind die «,, y, ganze Zahlen. Außerdem sind die x, nicht”alle 


Null, und wegen 
VE a Re 


I — u 


ist auch 
BR pjelzlm), < im, 
Damit ist Satz 58 bewiesen. 
Wir betrachten jetzt abermals » Formen 


m 


nee, E | Bl ee 


ul 


mit m Größen x,, setzen aber m—® voraus. Dann lassen sich die n 


homogenen Gleichungen 

a a 0 
bekanntlich durch gewisse Zahlen x, En nicht alle verschwinden, be- 
friedigen. Im allgemeinen wird das aber nicht durch ganzzahlige B 
möglich sein. Doch kann man mit ganzzahligen =, die Gleichungen 
wenigstens näherungsweise lösen derart, daß die Fehler beliebig klein 


werden. Über die hierbei mögliche Approximation mit verhältnismäßig 


kleinen |x,| gibt folgender Satz Aufschluß: 


Satz 59. Ist £ eine (beliebig große) positive ganze 8 


Zahl, so lassen sich die n Ungleichungen mit m Unbekann- 


ten x,, wobei m>n ist, 


f re 
PK LFI En - 
a TER 


5 A 
i m 7 e) 
ne N = EERRENUN, ww a 
u er ” Bi u ud n er PER 4 Br a 2 ah Eh et 
7 ir . 2 j te 
2,“ 
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>: Say Cu 


durch solche engen Zahlen x, befriedigen, daß 


v=1,2,..,n) 


| |, Ic VERSERFER. 
ist, und daß nicht alle x, verschwinden. Dabei bedeutet 
(eine genügend große, aber von £ unabhängige Zahl. Ins- 
besondere ist der Wert 


n 


c=-I]e«+ mn 


v—1 


(und erst recht jeder SEERED zulässig, wo 


+ Ir. U BR 3} 


\ Beweis. Es seien a,, ..., a„ irgendwelche ganze Zahlen, a! 
Sa et ER RENTE 
wobei / eine später noch zweckmäßig zu bestimmende positive ganze 
Zahl bedeutet. Setzt man wieder 


: ; 
= R üb ER “)), Gel nr, 0) Blend FE): 


Bo ist 54 
x Ve RN CT PER Pa Wall 4m): 
- Außerdem ist, wenn c, die oben angegebene Bedeutung hat, 
else l BERLIN), 
x 
$ er 
so daß die Anzahl der für die ganze Zahl 


B; | Es a) 
Ei = v1 4 , 
- möglichen Werte gewiß nicht größer als 2c,l+1 ist. Läßt man daher die . 
- Zahlen a,,...., a„ unabhängig voneinander die Werte 0, I,..., 2 durch- 
laufen und betrachtet die so entstehenden (2+ /)” Systeme von je 2n 
ganzen Zahlen 
| VRR RER = N? 


| KLEBEN: 
Irre), nr : 
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N 


"I Je m), 


Wählt man also ! so, daß FE 


(2) + Dr>r (2c,1+1) 


v—1 
ist, so müssen unter den (2+ 2)” Systemen gleiche sein. 


(3) 9,(a1; 3 4) 9, (dı, > b„.) 


M M 


(4) 2 &,.a .),- -- -5 ER 3) 


Sei etwa 
0P=1, 2, ar: 
Gele n 


Aus (3) folgt mit Rücksicht auf die Definition von g, wieder 


Su lgen) ic 


und Auomus wegen Rs 


| BE = m 
| nn FR, TEE Sn b, | Sr u) 5 2 Su 3), 5 


so 
oder ale wenn q, —b, Ku En wird, 


Mm 


> bu <Z 


Dabei ist |x,|=|a,—b,|<1. Die ganze Zahl 1 ist aber lediglich 
an die Forderung 2) gebunden; diese ist gewiß erfüllt, wenn sogar 


1, 2,2, 


= 


t ) 


n). 


(1 ze] fee +D(d+2]=r «+» ]] «= 12 


verlangt wird; oder. also 


GI r>=R | | (2 c,+D. 


v—1 


Wählt man insbesondere für ! die kleinste ganze Zahl, 


leistet, so ist 


In (2c,+1, 


v—1 


v=1 
also, wenn C die in Satz 59 angegebene Bedeutung hat, 


ELLE 
und daher auch 


ern 
womit der Satz 59 bewiesen ist. 


(1 —1, 2, 


die das 


= M), 


5 
7 
3 


. 
; 
5 
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g 40. 
Der einfachste Fall inhomogener diophantischer Approximation. 


Ist & eine beliebige Zahl, so kann man nach der Menge derjenigen 
Zahlen fragen, die sich durch die Form Ex -+ y, wo x, y ganze Zahlen 
sind, entweder genau darstellen, oder wenigstens beliebig approximieren 
lassen. Diese Menge ist sehr verschieden, je nachdem & rational oder 
irrational ist. j 


Wenn zunächst & rational, also etwa I=;, wo a, b teilerfremde 


ganze Zahlen sind, und b>0, so ist 


axc—+ b 
se + y= Pe, 
so daß sich jedenfalls nur Zahlen der Reihe 
Ta > 3 
(1) , In En +5 :-- 


darstellen lassen. Diese lassen sich aber auch wirklich alle darstellen. 
In der Tat sei c die kleinste positive Zahl der Form ax-+by, und etwa 
c=axm, +by.. 
Dividiert man a durch e und bezeichnet mit g den Quotienten, mit r 
den Rest, so ist 
en Te ee 
Daher 
r=a—glau +by)=all—ga)+b(—gy)=a@+ by. 
Da aber c die kleinste so darstellbare positive Zahl ist, kann die kleinere 
Zahl r nicht positiv sein. Also ist r=0, und folglich a=ge, d.h. 
a ist durch c teilbar. Ebenso zeigt man, daß auch b durch c teilbar 
ist, und da a, b teilerfremd sind, muß c=]/ sein. Es ist also 


IRB am tbdyı _ 
DT 


Daher für jede ganze Zahl g 
= 9% 7 9 

so daß wirklich jede Zahl der Reihe (1) in der Form &x&-+ y mit ganz- 
zahligen x, y darstellbar ist. 

Fragt man weiter, welche Zahlen n durch Zahlen der Form &x + y 
beliebig approximiert werden können, für welche also die Ungleichung 

(2) et y—nl<e, 
wie klein auch & sei, durch ganze Zahlen x, y befriedigt werden kann, 
so sind das auch nur die Zahlen der Reihe (1). Denn für jede andere 
Zahl n ist, wenn (nb), =g gesetzt wird, 
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a 
Bedeutet dann e die kleinste der beiden positiven Zahlen 
g+1 
Ba NE SEN. 


so ist der Unterschied zwischen der Zahl n und einer Zahl der Form 
&£x2-+y, also einer Zahl der Reihe (1), absolut mindestens gleich &, 
so daß die Ungleichung (2) nicht durch ganze Zahlen x, y beiriedigt 
werden kann. 

Ganz anders verhält es sich, wenn & irrational ist. Dann läßt sich 


nämlich jede Zahl 7 durch Zahlen der Form &x+y beliebig approxi- 


mieren, was man auch ausdrückt, indem man sagt: Die Menge der 
Zahlen &x+y ist überall dicht. 
Zunächst kann nämlich die Ungleichung 
Est yl<e<I 


durch ganze, nicht N Zahlen x, y befriedigt en (nach 


Satz 58 für m=n=IJ). Sei also 
sa +yı=o, |e|<e 
Wegen der Irrationalität von & ist o—= 0. Bezeichnet man it g die 


größte in 4 enthaltene ganze Zahl, so ist 


e<t<g+ I, 
also, wenn 2=gx,, y= gyı gesetzt wird, 
ter y—nl=|&ga+gy—nl=lge—nl<|el<e, 

womit die Behauptung bewiesen ist. Wir fassen diese Resultate zu- 
sammen in 

Satz 60. Ist & eine irrationale Zahl, so kann die Un- 
gleichung 

|&x%+ USzUR ES 

was auch die Zahl z7 sei, und wie klein auch die positive 


Zahl e sei, stets durch ganze Zahlen x, y befriedigt werden. 


Ist dagegen 2 eine rationale Zahl und gleich demirredu- 
ziblen Bruch 5 so läßtsich die Ungleichung für beliebig 


kleinee nur dann durch ganze Zahlen x, y befriedigen, wenn 5 ä 
dasselbe schon von der @leichung &x+y=n gilt. Das tritt 
dann und nur dann ein, wenn n eine rationale Zahl mit 


dem Nenner b ist. 
Dieser Satz bringt einen charakteristischen Unterschied zwischen 


einer rationalen und irrationalen Zahl zum Ausdruck. Wir werden 


ver 
\ 2 F 

z e “ . \ ,) A ” EL 
art Da SL a Tr Ai RE A ah mW 20: 95 7 Zac» DEP nn Er Ze 24 


/ 


RN ER ed len ö En @ a Re a WIEN Bo Ah > 
Re Fan dp ya nal a A an 1 Da ln El de da fa aa De a rin 


I 
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_ ihn in den folgenden Paragraphen auf Systeme von mehreren Zahlen 
ausdehnen. 


s 41. Der Rationalitätsrang eines Systems linearer Formen. 
Wir betrachten jetzt wieder n Formen 


RN, GSL2.. m 


2 ı 
_ mit m Größen x, Ist I die größte Zahl derart, daß die /-reihigen 
-  _Determinanten der Matrix | 
EEE 
- BEE EE 

nicht alle verschwinden, so heißt bekanntlich / der Rang der Matrix 
und auch der Rang des: Formensystems; es ist !<m, ER Durch 
_ passende Anordnung der Formen und der z, läßt sich erreichen, daß 
insbesondere | 


(1) AR ae +0 
RE ee bag Sr 
ist. Die / ersten Formen F,, ---, #, sind dann linear unabhängig, 
während sich die »—/ letzten Formen (falls »>[/) linear aus den / 


ersten zusammensetzen: 
I 


2) Fun 0, Fı a1. —: 


s=1 
Es kann sein, daß unter den Formen F, solche mit ganzzahligen 
Koeffizienten sind, oder daß sich solche wenigstens linear aus den F\, 
zusammensetzen Ber sie lassen sich dann auch schon aus den / 
ersten Formen zusammensetzen. Wir nehmen an, daß man genau !—r 
- linear unabhängige Formen mit ganzzahligen Koeffizienten zusammen- 
- setzen kann: 


o I 17) 
Be: (3 E= DI RuF, IN Wr 
- Dabei ist also b, Ehe nd von $,, das keineswegs verlangt 
' wird. Da die Formen (3) linear unabhängig sind, enthält jede der 
beiden Matrizes 


B Be Paz +++ ++ - Pu: \ dr biz ----- dm 


= 8; ar we I \b,_ er 8a 5 £ bgrii b,_ r.m || 

' wenigstens eine von Null verschiedene (l— r)-reihige Determinante, 
Die Zahl r heißt nach Kronecker der Rationalitätsrang des 
Perroa, Irrationalzahlen. 10 
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gegebenen Formensystems. Offenbar ist O<r<[/; für r=/! treten 
natürlich die Formen (3) und daher die Matrizes (4) nicht auf. 
Wenn insbesondere » = ist, so ist der Rationalitätsrang notwendig 
Null. In der Tat sind ja die / Gleichungen 
! 


 \ x 
I 310,=4 A Js = er Er 
v—1 
weil die Determinante (1) nicht verschwindet, für beliebige Werte der 
0, stets nach w, auflösbar; also läßt sich für m=1! jede Form 


Mm U 
- De. a, 47 
ul 


aus den F', linear zusammensetzen: 


! De 
2 NUN Di ’ 
a. A 0, %, = o,F,. 
> A >47 ya > vi 
—1 —=1 v1 v—= 
Man kann also insbesondere auch die / linear unabhängigen ganz- 
zahligen Formen 
1 Re Rn N et 
derart zusammensetzen: daher ist Tr also r=0. 


Wir beweisen jetzt eine charakteristische Eigenschaft der Karma 
systeme vom Rationalitätsrang Null: ? 
Satz 61. Ist der Rationalitätsrang des Formensytems : 


SC | 
== ER, v1, ET, 2 


gleich Null, so gibt es ir positive Zahl e derart, daß 
die n Uneleichungen 


m 
> 2 5, u Pu 


durch ganze Zahlen u che gleichzeitig befriedigt werden 
können, ohne daß auch dien Gleichungen 


> 

“1 
erfüllt sind. Umgekehrt, wenn es eine solche Zahl e gibt, 
so ist das Formensystem vom Rationalitätsrang Null. 

Ist r=0, so kann man die Gleichungen (3) nach F}, auflösen. 
Also lassen sich die ! ersten Formen und wegen (2) sogar alle 
Formen F', linear aus den Formen F'’, zusammensetzen, die ganzzahlige 
Koeffizienten haben. Soll nun |F,|<e sein, so folgt aus (3): 


TE LET 


Sun Lu =” 0 


Be FE N N 
Er“ ir FTERPITG ar) } \ Fi 
< N rt - : i 


$ 41. Der Rationalitätsrang eines Systems linearer Formen. 147 
° 
y 
Ful<e > |Bu| Ce BER 


Hiernach muß, da die F’, ganzzahlige Koeffizienten haben, also für 
ganzzahlige x, selbst ganzzahlig sind, für hinreichend kleine & not- 
wendig F/=0 sein. Weil die F', sich aus den F”, linear zusammen- 


setzen lassen, ist dann auch F,—=0 für v=1, 2, ...., n. 
Nun nehmen wir umgekehrt an, die Ungleichungen 
Bee: a a Be N 


seien für ganzzahlige &, nicht möglich, ohne daß alle #, verschwinden. 
Wenn dann m=/ ist, so ist nach dem oben Bewiesenen gewiß r=0. 
Wenn aber m>I, so sei s irgendeine der Zahlen 


I+1,i+2,...,m 
Man kann dann die / Ungleichungen 
l 


Danmt en <E (A, 2, .... I) 


nach Satz 59 durch ganzzahlige &,,, X,;, die nicht alle verschwinden, 
Bedjeens). Nach (2) ist dann auch 


& 
Ss; En: u «us TaLa > lau! (#=1, er ..., n—I). 


| ul A! 
Wählt man also e’ so klein, daß 
l 
88, Diaul<e (k=1, 2, 223 n— 
1 


ist, so wird 


DE.) 


Die ws Fr 5,5 C 


sein. Das hat Are Bach Voraussetzung zur Folge, daß 
l 


T 
N a N el, P=1, 2, er, n) 
= | 
ist. Dabei ist gewiß x,, + 0, weil sonst wegen des Nichtverschwindens 
der Determinante (1) auch &,,=9, ..., &;,—0 sein müßte. 
Nun sei 


1) Die in Satz 59 auftretenden Zahlen n, m sind hier /, +1. 
10* 


ER 


Sg 


A ee 
es ac , RL nr "AT: s 
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® 
eine nicht verschwindende Determinante, deren Elemente ganze Zahlen 
und durch alle x,, teilbar sind. Man kann dann wegen des Niclıt- 
verschwindens der Determinante (1) Zahlen d,, so bestimmen, daß 
l 


>4, Ed), nr DT 


v—1 
ist. Aus der vorhergehenden Gleichung folgt dann aber, indem man 
mit d,, Ben! und aan v von 1 bis I a 


OR Ns, S DS EL Da 


— — u= — 
und da die Ri durch «&,, teilbar sind, ist auch 


I ! 
on Be N dd, N 
> 0,8, = — x De 5 a L, Br ls Be 


v—1 ul 


eanzzahli, Somit naben die Z Formen 


Sı.n- SS; u N a.., Bel. 


v—1l v1 ul u—1 
ganzzahlige Koeffizienten d,,, und da die obige Determinante der d,,, 
nicht verschwindet, sind sie linear unabhängig. Daher ist /—r=[1, 
also r=0). W.z.b. w. 
Wir wollen nun ebenso eine wichtige Eigenschaft für Systeme mit 
positivem Rationalitätsrang beweisen: 


Satz 62. Ist der Rationalitätsrang r des Formensystems | 


P,— DE.8, VE 
Ser ß N 


größer als Null, und wird 


S 
Neo v1, 2, N, 0-1, 2, ... r) 


—1 
gesetzt, sokann an untere eine beliebig kleine positive 
Zahl verstehend, die ganzen Zahlen «,, so bestimmen, dab 
ee WELPEN N, OS Bee 
ist, und daß die r-reihigen Determinanten der Matrix 


= S N WS j Piz. dr Kr 
. % Va or a ee > am Fake r, a EL N Tine N i An: x 
u} es Ya a Ai PEN wi ee AT a FR Ian a N: h" 2 ee ST y FT OR Aa DE MEER WILL "N EN , ee. f 
Re Ed N Er aA Aal" ARE Eu Ara Eee Ta a ET ETF EA SE u Se, At een da a dr j re ar a « 


an “4 n r f er Zu R / : 
San a Kal nan irn a a ee rl 


| | GP NT = 
nicht alle verschwinden. Zugleich ist r die größte Zahl, 
für die das möglich ist. 
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Jedenfalls kann man die ganzen Zahlen x,, so wählen, daß die 
Zahlen der ersten Zeile in obiger Matrix absolut <e sind und nicht 
alle verschwinden; sonst wäre nach Satz 61 der Rationalitätsrang Null. 
Sei nun % (>1) die größte Zahl derart, daß die %-reihigen Determi- 
_  _ nanten der Matrix 


— m 


Ir Tor --- A 
nicht alle verschwinden müssen. Wir haben zu zeigen, daß k=r ist. 
Be "Aus (2). folgt: 
hr“ ) 
® (5) Tı+,0 N 


| Gr To 


1 

Die n—/ letzten Kolonnen der obigen Matrix setzen sich also linear 
| aus den / ersten zusammen; daher muß schon die aus den / ersten 
_  Kolonnen gebildete Matrix | 


= 172002, NDR 


6 Bere 

ir Tan +++. Tr 
eine nicht verschwindende %-reihige Determinante enthalten. Nach (3) 
ist aber weiter 


R j > = 
Ber, > er, dus (#=J, 8, .... I—r). 


Da rechts eine Er Zahl steht, muß sie wegen |r,,|<e, sobald & 


klein genug ist, verschwinden; also ist 
® I 


N Bun,=0 Ph os un. I—r). 


i=1 
Zwischen den / Kolonnen der Matrix (6) bestehen daher /—r linear 
unabhängige Relationen; es sind also höchstens r unabhängige Kolonnen 
“vorhanden, so daß die mehr als r-reihigen Determinanten alle ver- 
schwinden. Daher muß jedenfalls k<r sein. 

Da andererseits k>1 ist, so kann im Fallr—=/ nur k=]1 sein, so 
daß für r—=1 der Satz 62 bewiakn ist. Wir beweisen ihn nun all- 
gemein durch vollständige Induktion, indem wir annehmen, für Formen- 
systeme vom Rationalitätsrang »—I sei er bereits bewiesen. 

Ber Man kann, wenn €’ eine kleine positive Zahl ist, deren Wahl wir 
uns noch vorbehalten, die ganzen Zahlen x,, so bestimmen, daß 
Tre GET...) 
ist, und daß nicht alle z,, verschwinden. Daun ist aber schon unter 
den / ersten Zahlen z,,, ..-, 7,, eine nicht verschwindende, weil sonst 
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nach (5) alle z,, verschwinden würden. Sei etwa z,, die absolut 
größte der Zahlen z,,, 71, -.-, T;,; durch passende Anordnung der 
l ersten Formen läßt sich das erreichen. Jetzt bilden wir die 2 —1/ 
Formen 


In 


) G=-Rrir- 5 a): BB eh 
1a = %)ı 


Der Rang dieses Systems ist 17: ; denn würde zwischen diesen Formen 


eine lineare Relation 
ee 


a \ T 
N, F,— HF, —=0 
ers I 
bestehen, so wäre das auch eine Relation zwischen den Formen 


F, ..., F7, die aber nicht besteht. 


Wir zeigen jetzt, daß sich aus den Formen des Systems (7) genau 
!—r linear unabhängige mit ganzzahligen Koeffizienten zusammensetzen 
lassen. Wenn nämlich die Form 


I—1 I—1 
& a Br 2 T, Ri 
Saa- Dalır 471)= N. d, Lu 


uU -— 
Banzzallig® len d, hat, und wenn man 


7 
Sam 
tıı 


setzt, so folgt daraus: 


S  F= S du. 


— 

Diese Form muß sich Kan aus den 2—r Formen (3) linear zusammen- 
setzen, da es mehr als !—r linear unabhängige Formen dieser Art 
nicht gibt. Aus den &, lassen sich also höchstens /—r linear unab- 
hängige ganzzahlige Formen herleiten. “Andererseits läßt sich diese 
Anzahl aber auch wirklich herleiten; denn nach (3) ist 

a. m 

Dan =—hı + Dun. @=1 2... Ion), 

Ser 


— 


also auch : 


1 
a \ i 
esta — but UL («=1, 2, ..., Ir), 
= 
wo g, eine ganze Zahl ist, die aber wegen |r,, <E’, wenn nur € klein 
genug ist, verschwinden muß. Multipliziert man die letzte Gleichung 


we 
N 
a ee 
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Be \ 

mit — und subtrahiert sie dann von der vorausgehenden, so erhält 
tıı 

man wegen q,—=P: 


I—1 m 


IN P,, P, = B> 
11 u—1 
Aus den Formen des Systems (7) lassen sich also in der Tat /—r 
linear unabhängige Formen mit ganzzahligen Koeffizienten herleiten. 
Da der Rang dieses Systems gleich /—I/ ist, so ergibt sich also für 
den Rationalitätsrang der Wert 
I—1—- I—r)=r—1. 
Auf dieses System darf daher der Satz 62 bereits angewandt werden. 
Man kann demnach ganze Zahlen ,,, bestimmen derart, daß, wenn 


Mm 


a T,ı , 
> Dia. Eu) Une Te A=1, KDERR 14; o=1, 2, rs =) 


— 


PAR? (rl) 2, ... I—r). 


ug 


! 


Er 
gesetzt wird, erstens r;, <-, ist, und zweitens die Matrix 


2 
I 1 T 
| ii 21% « i—1,1 | 
(8) I — 
. ’ f ’ | 
’ r—1 T2,r—1 N a Eile | 


eine von Null verschiedene (r—/)-reihige Determinante enthält. Da nun 


m 
>: 71. T)ı 
Blu, Fahr Su Lu SEIT 7,0, 
en Tıı Tıı 
nz 


so folgt aus der letzten Gleichung auch: 


Zr 


5 a \ 
1 ze > (&.-: u a 4.) (u. - 2 2) (A= 1, 2 U ren T: o=1, 2, 3 r—]) 


ul 
wo 2, jede beliebige Zahl sein darf. Wegen 7,, <e können wir 2, 
als ganze Zahl so bestimmen, daß 


m 


» |2: Sr Une © %u1) = 2: luYuo ul<g 


wird. Dann ist nach der vorigen Gleichung wegen |7,,|<— und, 


2 
weil z,, die absolut größte der Zahlen z,,, 7a, -.-, 77, Ist, auch 


EN; ee 
10) | N... <e @=h2..,-6e=1,3.47-D. 


um1 
Setzt man daher in Satz 62 
a Yo 20 Cu WEN mom ]L2, ur), 


Hr 


BE Ar r y Se 16 z I 
2 - ER a 3 TER: ee ER 
-# Pan + er 5 a „ s . Da X > i en > ” BR 

un) - . «. r » > ‚ Ä Lee 9 - near 7 2 
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so ist nach (10) und (9) 


m 


> 
Eu Lu,c+l 


u—l 
Somit hat sich bis jetzt ergeben: 
| I7,.|<® fürs Tea ae ID 
Wegen (2) ist dann aber 


! ! SE 

: Q | <a 

Tel -| Data, <e Dia, #=1,2,..., n—)). = 
i=1 je=} 


Wählt man also €’ so klein, daß 


+ - 


<e h=1,2,...,1o=1,2, er 


IH | 


! 
EISEN EN ja,|<e ee n— |) | 
= 


ist, so werden alle in Satz 62 auftretenden z,, absolut kleiner als e. 
Nun ist für =1,.2,...., 11; 0=1,2%,..., en 


M m 


Tot 7 => Eu wot1 2a Gare % Du) 


u 
m 


=r,+ > 7 Eu u Ye Bi NS, Lu1 


ni u—1 


' N; SEN 
=T,,+ En Sta Yu Zt et Pe T,15 


wobei 


IQ | 
ee £o: - 


—=1 
este; sro, ne I auch 


M-. 
T £ ri 
Tor \ en Ve Xu1) er > Stu Yue?e Tıı Fl T)ı- 


u—1 ul 
Die l ersten Kolonnen der in Satz 62 auftretenden Mat bilden daher 
die nachstehende Matrix: 


Gas! Faa en 11 MET 
’ ! ! 
%,, + $ılıı T,, + PıTaı .. D4ıt PPtı-ıı pı?tıı 
! ’ 7 - ’ 
LER a EEE 2 A a Re RE Pr-ıTıı ll 
Ihre r-reihigen Determinanten sind aber offenbar gleich den Kreilign Be: 
Determinanten der folgenden Matrix: 


. ’ 
. a . — Be Bi Pi 
ET SEEN! | |. 
2 > i * “ =* 
. re m. P ar" var . 1%; , .. v h 
” 


ee te ie 


-_ Le, = 2 g eG er “ r Pr 3 
Bin ME en _ g une ir “ £ . 
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| Tjı Taı - %-1,1 Pı | 
‚ ‚ d 
Ts T,; %_11 | 
TE I Er DE | 
j KL. _—1 = or Men T_ 1,r—1 0 j 


Unter diesen finden sich aber insbesondere die mit z,, multiplizierten 
 (r—I)-reihigen Determinanten der Matrix (8), also mindestens eine 
von Null verschiedene, womit Satz 62 bewiesen ist. 


Ss 42. Inhomogene diophantische Approximationen. 


| Nach den Vorbereitungen des vorigen Paragraphen können wir 
. jetzt den folgenden Hauptsatz von Kronecker beweisen: 
. Satz 63. Das System von n Formen 


at , WB) 
mi 

mit m Größen x, sei vom Rang /, so daß, wenn speziell die 
l! ersten Formen linear unabhängig sind, die n—/ letzten 


. (falls n>l ist) sich aus ihnen linear zusammensetzen: 
re 


(A) F,,.= a; F; a I } 
es 


Der Rationalitätsrang des Systems sei r, so daß man aus 
den ! ersten Formen, falls !>r ist, genau !—r linear un- 
abhängige Formen mit ganzzahligen Koeffizienten 5,, zu- 
sammensetzen kann: 


I wi 
(B) Ip F= N b,z, @=1. 2,..., Ir). 
= — 
Unter diesen Voraussetzungen läßt sich das System 
von n Ungleichungen 


(C) Bir = N; 2 1, <e GEL 


> für jede beliebig kleine positive Zahle dann und nur dann 
_ durch ganze Zahlen x, befriedigen, wenn die Zahlen n, den 
folgenden Bedingungen genügen: 


z 
4 


(D) BE N, (z=K 2, u. n—I), 
a 
(E) Ian- > 2..9, PT u I; 


m 


154 V. Kap. Approximation irrationaler Zahlen durch rationale. 


wo die g, irgendwelche ganzen Zahlen sind. Wenn ins- 
besondere der Rationalitätsrang r=0 ist, ziehen die n 
Ungleichungen (Ö), sobald e klein genug ist, allemal die 
n Gleichungen nach sich: 


Mm 


Er 
(F) DI 0=1,2..,n). 
= 
Die Bedingungen (D) fallen natürlich weg, wenn /=n 
ist; ebenso die Bedingungen (E), wenn r=/ ist. 


Aus (A) and (©) folgt: 
Ni San<elr Bau) (#1, 2, ER, nn 


und da dies für heliebie kleine & aan soll, muß die linke Seite ver- 
schwinden, also die Bedingung (D) erfüllt sein. 
A folgt aus S und (C): 


>> Bu FE ie 


Pa ar DR X, 


DS 


= 


Daher muß NS ß,,n, eine ganze 2 sein, und zwar eine, die sich in 


der Gestalt darstellen läßt, wie sie Gleichung (E) angibt. Die Be- 
dingungen (D) und (E) sind hiernach jedenfalls notwendig. 
Um zu zeigen, daß sie auch hinreichend sind, bemerken wir 


zunächst, daß die Voraussetzungen (A) und (B) soviel besagen wie: 
l 


(1) SI > Q,% Su (#=1, 2, 2 A; uU= —1, 3 SE} m) 
, A 
a \ ; 

(2) Br u dan (=1, 2, .. I - r, Ph 2 un. m). 


i=1 
Aus (D) und (1) folgt: 


m l m 


RN RE, 
(3) Nr > 30 1 > G;; (" ee > 5.4) Kl, 2 ... n—N). 


Ai: u 


—1 
Ebenso aus (B) une (2): 
(4) Sal - Ir) 0 Ber! RE ‚Ii—r). 


Für r=0 stellt dicke letzte Formel ! linear unabhängige Gleichungen 
dar, woraus folgt: 


m 


m > 5u9u=0 d=1, 2, ul 


v1 


sum 
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dieselbe Gleichung gilt dann aber wegen (3) auch für A=14-1,1+2,...,n 
In diesem Fall lassen die Ungleichungen (C) also die Lösung x, —g, zu, 
und zwar verschwinden dann die linken Seiten dieser Ungleichungen. 
Aus Satz 61 schließt man aber, daß sie ebenso für jede andere etwa 
noch vorhandene Lösung verschwinden. Damit ist Satz 63, soweit er 
sich auf den Fall r=0 bezieht, bewiesen. 

Sei nun r>0. Wir bestimmen dann die Zahlen r,, des Satzes 62, 
wobei jedoch 

€ 


(5) 1%, Se wl, 2... nf a=l 2.5 r) 
sein soll. Wegen (A) ist 
l 
\ ; 
(6) ED are Bel do Eh AR 
1 
Außerdem ist auch 
I 
In | 
7) > Bat.=0 a a Be a 


A=1 
denn die linke Seite ist wegen (B) gleich der ganzen Zahl 


m 


> b, u®ue) 


andererseits wegen (5) absolut kleiner als I, sobald nur e klein genug ist. 


Nun lösen wir das System von n linearen Gleichungen 


” m 


a \ x, 
(8) > =D RUE WA) 
oe=1 


1 
nach @,, ..., o, auf. Das sind allerdings n Gleichungen für nur r 
Unbekannte. Aber von diesen n Gleichungen sind die n—] letzten 
nach (6) und (3) eine Folge der ! ersten. Und unter den / ersten 
sind nach (7) und (4) höchstens r linear unabhängige. Da aber die 
r-reihigen Determinanten der Matrix des Gleichungssystems (8) nicht alle 
verschwinden (Satz 62), sind wirklich r unabhängige und widerspruchs- 
lose Gleichungen vorhanden, so daß sich die Unbekannten o,, 
eindeutig berechnen lassen. 


Ist £, die größte in ® 


RU 


.„ enthaltene ganze Zahl, so folgt aus (8): 


’ ee | 
2: vo + SZ u < Zılrıl<e BT, 2, Er nn). 


Setzt man aber für r,, den Wert aus "Satz 62 ein, so folgt hieraus: 


m 


ey z 
> 3% 120) 2 en I» 8 (al, 2, Se n). 
/ ! bo # 
— 2° ö | 


u=1 
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Die Ungleichungen (C) haben also die ganzzahligen Lösungen 


=> Xuo 9.0 (4, 3 .... m), 


womit nun alles Dont ist, 


Der Satz 63 ist eine weitgehende Verallgemeinerung des Satzes 60 3 
der aus ihm für „=1l, n=2 hervorgeht. Für n>]I ist es nützlich, re 
sich die Aussage des Satzes 63 geometrisch zu veranschau- : 
lichen. Haben wir z. B. zwei linear unabhängige Formen F 

F, - N Pa u) F,= S ut 4 

u ne or 

also n=1=2%, 56 Fr wir in einer Ebene ein rechtwinkliges X Y- 3 
Koordinatensystem ein und fragen, wie die Punkte mit den Koordinaten E 
ME N: AR IN RR e 

VW — N! Me 

in der Ebene verteilt sind, wenn die Zahlen ©; ‚alle ganzzahligen Werte E 
durchlaufen. Die Antwort lautet: =. 

Wenn der Rationalitätsrang gleich 2 ist,_so liegen die Punkte in E 
der ganzen Ebene überall dicht; denn die Bedingungen (D), (E) fallen R; 
weg, jedes Zahlenpaar n,, n, ist beliebig approximierbar. = 

Wenn der Rationalitätsrang gleich Z/ ist, so liegen die Punkte auf 2 
einem System paralleler äquidistanter Geraden überall dicht. Die 
Gleichungen dieser Geraden sind nach (E) ® 

{ 2 S F £ 

BaX+ er N br. de 3 

— . E 

wo die g, alle ganzen Zahlen durchlaufen ; dann durchläuft aber die 2 


rechte Seite die Zahlen der Form | | 
a OR 5 

wo k der größte gemeinsame Teiler. von bj, ..., di„ ist!), so daß de 
Geraden wirklich äquidistant sind. | 
Wenn der Rationalitätsrang gleich 0 ist, sind die fraglichen Punkte 

die Schnittpunkte von zwei Systemen paralleler äquidistanter Geraden, 


1) Ist nämlich c die kleinste positive Zahl, die sich in der Gestalt 


M 


2 byu Lu 


mit ganzzähligen x, darstellen läßt, ei Jäßt sich auch jedes Multiplum von c 
so darstellen, während c selbst offenbar ein Multiplum von k sein muß. Anderer- 
seits sind die Zahlen 5, durch c teilbar (vgl. die ausführliche Begründung 
dafür auf Seite 143, wo der Fall m==2 vorliegt). Also ist ce auch ein Teiler 
von k, und folglich c =. 


en er N re a a 
2 kn a" re: Hl 2: u j - in 2 ” 
si ie ar | 
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sie bilden also die Eckpunkte eines Parallelogrammnetzes, ein sogenanntes 
Gitter. 
In gleicher Weise kann man den Satz 63 für n=3 im Raum 


‚deuten, und man kann ihn auch für beliebige Werte von n in der 


Sprache der n-dimensionalen Geometrie anschaulich aussprechen. 


‘Wir wollen jetzt den Satz 63 noch speziell auf das System der 
n Formen 
Fr + Er Wa BER) 
anwenden, die offenbar linear unabhängig sind, so daß der Rang !=n 
ist. Es ergibt sich augenblicklich 

Satz 64. Wenn die Zahlen 1,8. 2%, ..., &, voneinander 


rational unabhängig sind, so läßt sich das System der n 
.  Ungleichungen 


E02, —N,|<eE SALE ITN 
wie klein auch die positive Zahl e sei, stets durch ganze 
Zahlen &,, &s, --., &,ı.ı befriedigen. 

Sind aber die Zahlen voneinander rational abhängig, 
und gibt eszwischen ihnen genau n—r linear unabhängige 
Relationen 


Br + Iins=0 0 0 @=la.unon 


mit ganzzahligen Koeffizienten b,, b,,. so besteht die not- 


Be wendige und hinreichende Bedingung für die Möglich- 


keit der obigen Ungleichungen darin, daß die Zahlen n, 


den BeNeInER 


> ‚—b,9+ Db.,9, ER 


genügen, wo 9, g, ganze ahlenlsind 


Bei Anwendung des Satzes 63 wird nämlich hier ß,,= —b,,. 
Die Sätze dieses Paragraphen haben in neuerer Zeit durch Weyl 


_ eine eigenartige Vertiefung erfahren, die jedoch über den Rahmen 


u 


dieses Buches weit hinausgeht. Man vergleiche die im Literaturver- 
zeichnis aufgeführten Weylschen Arbeiten. 
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Sechstes Kapitel. 


Algebraische und transzendente Zahlen. 


$ 43. Definition und Abzählbarkeit der algebraischen Zahlen. 


Definition. Eine Zahl £ heißt algebraisch, wenn es eine 

ganze positive Zahl n gibt derart, daß die Potenzen 
© 

voneinander rational abhängig sind. Ist n die kleinste 
derartige Zahl, so heißt & eine algebraische Zahl n!® 
Grades. — Eine Zahl, die nicht algebraisch ist, heißt trans- 
zendent. | 

Hiernach sind die algebraischen Zahlen ersten Grades identisch 
mit den rationalen Zahlen. Daß es algebraische Zahlen beliebigen 
Grades gibt, lehrt 

Satz 65. Ist n eine positive ganze Zahl, und p eine 


Primzahl, so ist Yp eine algebraische Zahl n“ Grades. 
Zum Beweis setzen wir 


Yp=E. 
Die Zahlen 1, &, ..., &* sind voneinander rational abhängig; denn es 
besteht die Gleichung 
— p-1+0.2E+..+0.- 112-0. 
Daher ist & eine algebraische Zahl vom höchstens »‘* Grad; wir müssen 
noch zeigen, daß der Grad genau gleich n ist. Wäre er kleiner, so 
gäbe es eine Relation 

(1) ot a:+.. +, =0 
mit ganzzahligen Koeffizienten «,, die nicht alle verschwinden. Es 
gibt dann auch eine derartige Gleichung. bei der a, nicht durch p 
teilbar ist. Denn zunächst dürfen wir annehmen, daß nicht alle a, den 
Teiler p haben, weil man diesen dann unterdrücken könnte. Wenn 
aber & der kleinste Index ist derart, daß a, nicht den Teiler p hat, 
so setzen wir 

a,=pb,=Eb, für v<k 
und erhalten aus (1), indem wir durch & dividieren: 

GEF. Ehre a ee be ln besten 0, 
und hier ist nun der erste Koeffizient nicht durch p teilbar. 

Es darf also in der Tat angenommen werden, daß bereits in (1) 
der Koeffizient a, nicht durch p teilbar ist. Indem man dann die 
Gleichung (1) der Reihe nach mit 1, &, ..., &°”' multipliziert, erhält 
man das System der n Gleichungen 


aa ee 
A ’ na . 


I 
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++... +, 
Pat Ag& zn RE ol ER A / 
pa tpa&+..+0,'= 
aus welchem sogleich folgt: 


Ag a Gars A, Oo 
| 
PA FR BR VER TURM RR ı PR r 
KORB AS DOE aan. Pan % 


Rechnet man aber die Determinante aus, so hat außer dem Haupt- 
diagonalglied eo? offenbar jedes Glied den Teiler p. Die Determinante 
ist also eine ganze, nicht durch p teilbare Zahl, sie kann daher nicht 
verschwinden. Die Annahme der Gleichung (1) führt somit zu einem 
Widerspruch. 

Von fundamentaler Wichtigkeit ist nun die Frage, ob es auch 
ranszendente Zahlen gibt, die also nicht algebraisch sind. Um 
diese Frage in bejahendem Sinne zu beantworten, bedient man sich 
seit den grundlegenden Arbeiten von G. Cahion über a, 
des Begriffs der Abzählbarkeit. Wir definieren: - 

Definition. Eine unendliche Menge von Zahlen heißt 
abzählbar, wenn es eine Zahlenfolge 7,, 78, Y3: --. gibt, die 
alle Zahlen der Menge enthält. 

Dabei kann außerdem gefordert werden, daß die Folge jede Zahl 
der Menge nur einmal enthält; denn wenn die Folge diese Eigen- 
schaft zunächst nicht hat, kann man ja eine geeignete Teilfolge aus- 
wählen, der die Rigenschaft zukommt. 

Nach unserer Definition ist jede unendliche Teilmenge einer ab- 
zählbaren Menge offenbar wieder abzählbar. Das einfachste Beispiel 
einer abzählbaren Menge ist die Menge der positiven ganzen Zahlen; diese 
bildet ja in ihrer natürlichen Anordnung bereits eine Folge. Weniger 
trivial ist die Tatsache, daß auch die Menge aller rationalen Zahlen 
abzählbar ist. In ihrer natürlichen Anordnung der Größe nach 
bilden die rationalen Zahlen selbstverständlich keine Folge. Um ein- 
zusehen, daß ihre Menge trotzdem abzählbar ist, bemerken wir, daß es 


nur eine endliche Anzahl rationaler Brüche 2 mit positivem Nenner q 


gibt, bei denen die Summe |p|-+ g einen vorgegebenen Wert n hat; 

es sind das, der Größe nach geordnet, die folgenden 2n—I Brüche: 
I—n 2—n —1 0 1 2 n—1 
BD En IE ur 

Bildet man nun zuerst den Bruch, bei dem n=1 ist, sodann die drei 


TE ae ER a a Frl En ia, We RR: 
E ar? FR r EEE ee N 
£ “ 2 £ a >> . y zo A wi en vr 
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Brüche, bei denen n=2 ist, alsdann die fünf Brüche, bei denen n=3 
ist, usw., so entsteht eine Folge, die alle rationalen Zahlen enthält 
(sogar jede unendlich oft), womit die Abzählbarkeit bewiesen ist. Wir 
geben hier den Anfang dieser Folge: 

0 —101—2—-10 12 —-3-2—10 123 


ELF LT TETLRSDE N a BA OS 

Dieses für den Anfänger wohl überraschende Ergebnis wird noch 
weit übertroffen durch den jetzt zu beweisenden 

Satz 66. Die Menge der algebraischen Zahlen ist ab- 
zählbar. 

Eine algebraische Zahl & vom n!® Grad genügt nach Definition 
einer algebraischen Gleichung 

(2) o+a5+...+a,"—=0 
mit ganzzahligen Koeffizienten a,, wobei insbesondere a, +0 ist. Nimmt 
man die a, ohne gemeinsamen Teiler an, und «a, positiv, so gibt es 
offenbar nur eine solche Gleichung. Denn ist 

(3) bo+ Bier nr b, — 
eine zweite, und zwar unter allen möglichen so ausgewählt, daß 5, 


N 


möglichst klein ist, so sei % die größte in = enthaltene ganze Zahl. 


Setzt man dann 
a,— kb,=c, Velten), 

so folgt aus (2) und (3) auch: 

(4) oGtast...+,"=0. 
Hierbei ist nach der Bedeutung von k 

Verde 

also, da in (8) die Zahl b, schon so klein wie möglich war, c„=0. 
Dann müssen aber, da & vom n“* Grad ist, nach (4) alle c, verschwin- 
den; also ist aa—kb,—=0, und da die a, keinen gemeinsamen Teiler 
haben: a,= b,. 

Da diese Zahlen «, der Gleichung (2) hiernach eindeutig bestimmt 
sind, hat es einen Sinn, die Zahl 

H=n+|a-+Jla|+...+)%| 


als die Höhe der algebraischen Zahl & zu definieren. Die Höhe ist 


demnach stets eine ganze Zahl größer als 2; nur die Zahl &=0 hat 
dis Höhe 2. (s ist = 1:0, =0, ,=]). 

Offenbar kann man bei vorgegebener Höhe H nur eine endliche 
Anzahl algebraischer Gleichungen bilden; und da nach einem ganz 
elementaren Satz der Algebra eine Gleichung n‘* Grades höchstens n 
voneinander verschiedene Lösungen hat, so schließt man, daß es nur 


Er 
EBEN 


SI Wo 


ae Ki 7 a 7 DE 


FREE 


SWL PTrÄE an 2 be 
# , 


SE TEIETN “7 # 
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eine endliche Anzahl algebraischer Zahlen mit vorgegebener Höhe H 
gibt. Beispielsweise sind von der Höhe 3 nur die beiden Zahlen + 1. 
Die Zahlen der Höhe £ sind!) + 2, u Die Zahlen der Höhe 5 sind!) 
DIE VID LLTL 

are 


ST Te 7 a 2 3 


83 


I 


Nimmt man nun zuerst die Zahl 0, sodann die Zahlen der Höhe 3 
in irgendeiner Reihenfolge, sodann die Zahlen der Höhe # in irgend- 
einer Reihenfolge usw., so erhält man eine Zahlenfolge, die mit der 
Menge aller algebraischen Zahlen identisch ist. 


$ 44. Nichtabzählbarkeit des Kontinuums. — Existenz tran- 
szendenter Zahlen. 


Die Ausführungen des vorigen Paragraphen legen die Vermutung 
nahe, daß vielleicht die Menge aller Zahlen, also das Kontinuum, ab- 
zählbar sein könnte. Dem ist aber nicht so; vielmehr beweisen wir jetzt 

Satz 67. Das Kontinuum ist nicht abzählbar. 

Wäre das Kontinuum abzählbar, so müßte auch die Menge aller 
Zahlen zwischen 0 und I als Teilmenge abzählbar sein. Nehmen wir 
an, das sei der Fall, und ordnen sie demgemäß als Folge y,, Ya 73 -- 
Jede solche Zahl y, kann als unendlicher Dezimalbruch geschrieben 


werden: E 
= 0,60, ways: -- ln AT); 
wobei stets unendlich viele Ziffern von 9 verschieden sind (Satz 39). 
Wir bestimmen nun eine Folge ganzer Zahlen d5,, ba, dba, ..., die 
lediglich den nachstehenden Forderungen genügen sollen: 
Veh 8 ’ 
Ban N vl, 2,3, ...) 


Zu jedem Index »v stehen also mindestens acht Zahlen für 5b, zur Aus- 
wahl; wir treffen die Wahl irgendwie und bilden dann den unendlichen 
Dezimalbruch 
Ob, 

der gewiß keine Neuner enthält. Dieser Dezimalbruch ist daher selbst 
eine Zahl zwischen O0 und /, also eine Zahl der Folge 7,, 7. Ya ---- 
Aber das ist unmöglich, denn welche sollte es sein? Die erste kann 
es nicht sein; sonst müßte 5,= c, , also insbesondere d,=c,, sein, was 
nicht zutrifft. Aber auch die zweite kann es nicht sein; sonst müßte 


1) Dabei ist von imaginären Zahlen abgesehen, die ja in diesem Buche 


keine Rolle spielen. 


Perron, ] rrationalzahlen. 11 
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b,= Cy,, also insbesondere b,= c,, sein, was wieder nicht zutrifft. Über- 
haupt gilt für keinen Index v die Gleichung 
0,6, 5,b3:..=7,; 

sonst müßte ja db, c,,, also insbesondere b,—=,, sein, entgegen unserer 
Festsetzung. Die Annahme der Abzählbarkeit führt somit auf einen 
Widerspruch. 

Nunmehr sind wir in der Lage, auch die im vorigen Paragraphen 
aufgeworfene Frage zu beantworten, indem wir beweisen: 

Satz 68. Es gibt transzendente Zahlen. 

Gäbe es nämlich keine transzendenten Zahlen, so wären alle Zahlen 
algebraisch, das Kontinuum also identisch mit der Menge aller algebrai- 


schen Zahlen. Das ist aber unmöglich, weil die Menge aller algebrai- 


schen Zahlen abzählbar ist, das Kontinuum aber nicht. 


$ 45. Liouvillesche Zahlen. 


Der im vorigen Paragraphen gegebene Cantorsche Beweis für 
die Existenz transzendenter Zahlen hat bei aller Einfachheit und Eleganz 
den großen Nachteil, daß er nur Existenzbeweis ist; er setzt uns aber 


nicht in Stand, auch nur eine einzige transzendente Zahl wirklich an- - 


zugeben. Von diesem Nachteil frei ist ein anderer, und zwar der 


älteste, von Liouville herrührende Existenzbeweis, den wir jetzt 


entwickeln wollen. Dazu beweisen wir | 
Satz 69. Ist &eine algebraische Zahl x“ Grades (n>[), 


so gibt es nur eine endliche Anzahl rationaler Brüche ER 
) 


für welche die folgende te gilt: 

i 1 

ae 2 = heti' 

Wir haben zu zeigen, ab diese Ungleichung nicht bestehen kann, 
sobald der Nenner h hinreichend groß ist. Sei 
at a +... + um = (0 
die algebraische Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten, welcher & 
genügt, wobei insbesondere wieder a„=+(0 ist. Setzt man zur Ab- 
kürzung 
IF HCH. Entf le), 

so ist also f(&)=0. Ferner ist 


ro} -al-)+a(@-)+ + (eK) 


also, wenn man durch EL dividiert: 


h 


= . a 


ee ? GE er er EN 
Sr ee > Ser u 
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[3 | 
| 2 (#) PET %, 
(1) ; =q+0@ E+7 +..+0, ® + n® +.. +). 
2 


| Hieraus folgt zunächst, daß f (#) + 0 ist. Denn andernfalls würde 


die Gleichung (1), wenn man sie nach Potenzen von & ordnet, aussagen, 
daß die Zahlen 7, &, ..., &”71 voneinander rational abhängig sind, so 
daß die algebraische Zahl & von ‚geringerem als dem n‘"* Grad wäre. 
3 Wenn nun - 


- 


<a 


3 sein soll, so ist ST auch 
IF <ilt ga=liltl, 


und da außerdem ne '</&/+l ist, erhält man aus (41) die Ab- 
 schätzung: 


Pr 


g 
) = 
ASS a + 21a EIFD+.. .+nla,|(El+D 1, 
en 


also. Aur genügend große h gewiß: 
ie 

2 44 
RE d 


rt 


Nun ist DES 

| ah + ag] 
Eee ee 

5 also weil der Fe als ganze positive Zahl mindestens gleich 1 ist, 


A 


Daher folgt aus der ee Ungleichung: 
9 
al 


| womit Satz 69 bewiesen ee 
Der Satz 69 läßt sich in bemerkenswerter Weise verschärfen. 
Offenbar reicht unser Beweisverfahren aus, um zu zeigen, daß auch 


die Ungleichung 
ee 
Wu 


Be: 


2 


117 


P SE eh 

EEE NR AR 
sobald nur />n ist, wobei aber A— n beliebig klein sein darf, nur 
für endlich viele rationale Brüche -/ möglich ist. Darüber hinaus 


hat Thue bewiesen, daß schon für 1>5+1 dasselbe gilt. Jedoch 


wollen wir auf diese tieferliegenden Untersuchungen, die für unsere 
Zwecke unnötig sind, hier nicht eingehen. 

Nunmehr ist es leicht, transzendente Zahlen zu bilden. Wir gehen 
dabei aus von der 

Definition. Eine irrationale Zahl £E heißt eine Liouvillesche 
Zahl, wenn zu jeder positiven ganzen Zahl A ein rationaler 


Bruch z gefunden werden kann derart, daß die Ungleichungen 


gelten: 


-Al<n. 


Offenbar gibt es dann ae unendlich viele verschiedene derartige 
Brüche, also auch solche, deren Nenner oberhalb einer beliebig großen 
Zahl liegt. Denn es ist ja auch für v=1, 2, 3, ... ‘ 


rn H. 1 
REDE RITA 
han] | r au has 
und unter den Brüchen aa sind gewiß unendlich viele verschiedene, 
At+v 
weil unter den Zahlen Be beliebig kleine sind (sie sind . 
tv 


1; 1 
ja — EEE = PLER; y 
Satz . Eine Liouvillesche Zahl ist Franzen en 
In der Tat, wäre & eine algebraische Liouvillesche Zahl, und n 
ihr Grad, so wäre die Ungleichung 


| g 1 
24 hl 
nach Satz 69 nicht für unendlich viele rationale Brüche en erfüllt. 


Das widerspricht aber der soeben an die Definition der Liouvilleschen 
Zahlen geknüpften Bemerkung. - 
Um nun transzendente Zahlen zu bilden, Föntigt es, Liouville- 
'ın zu bilden, was keine Schwierigkeit macht. Betrachten 

ine Enzelsche Reihe erster Art 


’ 

J 

„ 

ar 
Py 
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u 41f2: 4 

wobei 12, q,:1> 4, ist, so stellt diese nach Satz 48 eine irratio- 
e nale Zahl dar. Setzt man 

| : Z 92---G=h;, 

T & 1 _ I 

m 4192-- Ir Ar 


‚so sind g,, A, ganze Zahlen, und zwar h,>1. Ferner ist 
| — 1 1 | En I 
j SI Dr a | nt 
A| m {ı 42---G4ı Mr 
1 


Urı -Irr+ı are 


1 | I I 1 1 
= +...) = 5 
h; I,+1 a Gi h; I-+1 —1 
Wenn daher für unbegrenzt viele Werte von 4 


GhZI+htel+t+gnR-.-4) 


ist, so folgt: 


und 2 ist folglich eine Liouvillesche Zahl. Solche können also in 
beliebiger Menge gebildet werden. 

r Ebenso einfach ist die Konstruktion Liouvillescher Zahlen auch _ 
mit Hilfe von systematischen Brüchen oder regelmäßigen Kettenbrüchen. 

_ Bei einem systematischen Bruch genügt es offenbar, daß seine Ziffern- 
- folge hinreichend lange Serien von Nullen enthält, wobei wir es dem 
Leser überlassen wollen, genauer zu präzisieren, was hier als „hin- 
 reichend“ anzusehen ist. 

| Aus der Kettenbruchentwicklung ergibt sich sogar eine nicht nur 
_ hinreichende, sondern auch notwendige Bedingung dafür, daß eine Zahl 
eine Liouvillesche ist. Um zu diesem Kriterium zu gelangen, be- 
£: Eisen wir zunächst den 


Hilfssatz. Wenn eine irrationale Zahl £, durch einen 


+ 


_ rationalen Bruch 5 derart approximiert wird, daß 


A 
u 


- I 9172 
ist, so ist ze einem Näherungsbruch des regelmäßigenKetten- 
_ bruches 4=[b,, du da ...] gleich. 


2 Für Q=1 ist das evident; denn in diesem Fall ist A die nächste 


- 
>. 


FB ed 
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bei £, gelegene ganze Zahl, also gleich dem Näherungsbruch b, (wenn 
db, >1), oder [b,, 51] (wenn b,=1). Sei daher jetzt Q>1. Wir be- 
ee uns dann für die Näherungsbrüche und für die vollständigen 
Quotienten wieder der Bezeichnung des $ 29ff. Sei B,„_, der größte 
Näherungsnenner, der kleiner als Q ist, also 


(2) B34 = Q< B, : 
Nach der Formel (5) des $ 30 ist 

A — 1)" 
(3) Cr NET ( ) 


Bu: B, (DB; Sri FR BauN 
ferner nach Voraussetzung 
END 


270020 
Indem man diese Gleichung von der vorigen subtrahiert und links 
die Nenner beseitigt, erhält man: 


| e (— Ir E49 = 
4 PB„— 9 4,= (— 1 | ——— ————  — ——— 3 
( ) n d n ( ) (5; En u BE 2 M) 


EA] De 


und analog ist auch 


| I 1&3B 
(3) ER, —QA n— LT = (—])"1 ® o ie) 


B.-ı est: Dn23 2 () 
. 3 Ba-ı 1 A 
Nach (2) ist ferner 
e 9 
ee air 
Da 2 > BERN 1D, F Dy52 2 Br 


so daß in der Klammer auf ir ae Seite von (5) beide Glieder 
absolut kleiner als / sind; da das erste Glied zudem positiv ist, kann 
die Klammergröße, die = wie die linke Seite zeigt, eine ganze Zahl 
sein muß, nur O0 oder 1 sein. 

Nun ist entweder &= (— I)""! oder e=(—1)". Im ersten Fall 
hat die genannte Klammergröße offenbar den Wert Null; also ist 
PB,47-09 4-19; d..h.: 5— ae 

Es bleibt noch der Fall e=(-]I)". Dann hat die mehrfach ge- 
nannte Klammergröße den -Wert Z, und folglich ist 

BR so 9A,1>= ( 2 ERREE, : 
Wenn man hiervon die Gleichung A,B,_ı - B, A„1=(- DD"! sub- 
trahiert [$ 29, Fl. (6)], erhält man: 
ir A,) De ze (Q e} B,) Ay-ı : 
Da aber A,_, und B,„_, teilerfremd sind, folgt hieraus: 

(6) P=A,—tA,_1 Q=B,—tBa-ı; 

wo t eine ganze Zahl ist, und zwar nach (2) eine nicht negative. 


u’ ..« mr . - ER > D e R 
he T in Ur w er E- h. « \ v u M x ver „. 
2 a, a: 2 er . Pr EN f ‚> es er a a Ei - E * n 
Sa 0 3 er U Van Fr TE TR 7 u 

P, u... > . ...- ’ . % 
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Setzt man auf der linken Seite der Gleichung (4) für P und Q die 
- Werte aus (6) ein, so erhält man, weil e=(—I)® ist: 


i> 


63 B, nr Def 2 d 


| Daher ist 1< oder also 
SERE.B;. 
Andererseits ist nach der zweiten Gleichung (6) und nach (2) 


B,=Q+tB,1<SQ+t9=(t+-NP. 
Vergleicht man das mit der vorausgehenden Ungleichung, so er- 
gibt sich: £+71>2t; also, Re: t eine nicht negative ganze Zahl ist, 


Bi: 
 t=0. Daher ist nach (6) I o 22. womit der Beweis des Hilfssatzes 


ö Fi - vollendet ist. 


= Aus dem Hilfssatz ergibt sich, daß die in der Definition der 
“ Liouvilleschen Zahlen auftretenden Brüche von 4=3 an not- 
x 2 


= wendig Näherungsbrüche des regelmäßigen Kettenbruches sein müssen, 


‚die definierende ‚Bedingung dafür, daß die Zahl = [by bi. by -.-] 
Br eine Liouvillesche ist, auch dahin aussprechen, daß zu arts, beliebig 


ee: "großen Zahl A ein Näherungsbruch = angegeben werden kann der- 
4 Br art, daß 


1 
0-7 <Zi 
Fe ist, oder nach der schon En ee Formel (3): 
Be; B, SnHı a EN EX 
Das wird, weil b,,,<Z,ı, <b,„+, + Z ist, dann und nur dann eintreten, 
_ wenn zu jedem A die Ungleichung DB 2 erfüllbar ist. Somit 


az 


ergibt sich, wenn man A-+2 an Stelle von A schreibt: 
e- | Satz 71. Ein regelmäßiger Kettenbruch [b, bu du »- | 


Br 


mit den Näherungsbrüchen 2" stellt dann und nur dann 


eine Liouvillesche Zahl dar, wenn zu jeder noch so großen 

Zahl A ein Index n gefunden werden kann, für welchen 

Be, >BR ist. 

Br Hiernach ist die wirkliche Angabe Liouvillescher Zahlen wieder 
ganz leicht. Man braucht nur etwa b,ı,>B% für unendlich viele n 

zu wählen. i 


in den sich die betreffende Zahl entwickeln läßt. Wir können daher 
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Außer den Liouvilleschen kennt man noch eine zweite Klasse 
transzendenter Zahlen, nämlich die zuerst von Maillet studierten 
quasiperiodischen Kettenbrüche. Doch wollen wir auf diese 
hier nicht eingehen; es sei auf des Verfassers Buch „Die Lehre von 
den Kettenbrüchen“ verwiesen. 

Eine weitergehende Frage ist die, was es etwa für ein Merkmal 
gibt, das überhaupt alle algebraischen Zahlen von den transzendenten 
unterscheidet, mit anderen Worten: die Frage nach einer notwendigen 
‚und hinreichenden Bedingung dafür, daß eine Zahl algebraisch (oder 
transzendent) ist. Solche Bedingungen sind von Minkowski und 
Furtwängler angegeben worden, doch müssen wir auch diese Unter- 
suchungen hier beiseite lassen. 


8 46. 
Allgemeine Sätze über algebraische und transzendente Zahlen. 


Satz 72. Ist &eine von Null verschiedene algebraische 
(transzendente, Liouvillesche) Zahl, so gilt das gleiche 
‚von ihrem reziproken Wert n. 

Beweis. Ist & algebraisch und genügt der Gleichung 

tat... +a,®=0, 
so genügt die Zahl yon der Gleichung 
s 
tt yant ot, 
sie ist also ebenfalls algebraisch. 


Ist & transzendent, so kann 7= ae nicht algebraisch sein, weil sonst 
Ss 


1 ER 
nach dem soeben Bewiesenen auch &=— algebraisch wäre. 


Ist & eine Liouvillesche Zahl, so ist offenbar auch —:& eine, 
so daß wir den Beweis auf positive & beschränken können. Dann kann 
die Ungleichung 

(4) 4a 

IE N 
wie groß auch A sei, durch positive ganze Zahlen g, Jh befriedigt werden, 
wobei A>1 ist. Wir dürfen sogar A und folglich auch g oberhalb 
einer beliebig großen Zahl annehmen und älso verlangen, daß 


g>1,h>E+1, 1>3 


ist. Nach (1) ist dann gewiß <:4 1, und also 


an: 
eh 
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Weiter ar aus 2 indem man mit 2 multipliziert: 


1 RE 
gs za 1 Sm 12 gi" 


Wegen = Er das I daß 2 eine Liouvillesche Zahl ist. 


Satz 73. Besteht zwischen zwei irrationalen Zahlen 
& n die Beziehung 
äh = rı& = tr Yon % 

mit rationalen Koeffizienten r,, und ist &eine algebraische 
(transzendente, Liouvillesche) Zahl, so gilt das gleiche von n. 
| Beweis. Ist & algebraisch vom n‘ Grad, so besteht eine Gleichung 
. Ta bt ee ra LERNTE: 
mit rationalen Koeffizienten b,; es ist also 2” rational abhängig von 
I, &, ..., ®71. Multipliziert man mit & und setzt rechts für 2°” den 
obigen Wert ein, so erweist sich auch £”! als rational abhängig von 
1, &, ..., &®71, Durch Wiederholung dieses Prozesses erkennt man, daß 
alle Potenzen von & rational abhängig von 1, &, ..., ©”! sind. Daher 
? ist auch n von diesen Zahlen rational abhängig; ebenso 78, n&, ..., 
$ so daß es Gleichungen folgender Form gibt: 
e- bot bit --- + Pon-ıE" -- 

net hist bunten 

N ER EEE ER REN 
wo die b,, rational sind. Hieraus folgt aber durch Elimination der 
 —_ Potenzen von &: 


Be = 


— a m me ne ie me mn ne 


Dn—1,0 ° nur One N 
Also genügt auch n einer nicht identischen Gleichung n“* Grades mit 
rationalen Koeffizienten, d. h. 7 ist eine algebraische Zahl höchstens 
—  nten Grades. 
2 Ist & transzendent, so kann 7 nicht algebraisch sein; denn eine 
algebraische Gleichung für 


> a,y=0 (a, =F 0) 


v—l 


würde soviel besagen wie 
n 


Da, n&t+... + rn) =0, 


r—0 


pP Ve ee ii Kae 5 "a a 
EEE a EN Bir Se 
Sf ih r . % R - ax Fu \. a « 

ne - > EAN - ei we £ 


170 VI. Kap. Algebraische und transzendente Zahlen. 


und da wir natürlich r,„, = 0 annehmen dürfen, wäre das eine nicht 
identische algebraische Gleichung für &, so daß auch & algebraisch wäre. 
Endlich sei & eine Liouvillesche Zahl, so daß die Unglvıchung 
ai 
(2) |< m 
wie groß auch 4 sei, durch ganze Zahlen g, h befriedigt werden kann, 
wobei wir wieder A oberhalb einer beliebig großen Zahl annehmen 
dürfen. Aus (2) folgt re 


2<1042 
“und Fe auch al<lälr ist, ergibt sich leicht: 
Ce E er ee ER + <ucsit nn. : 


Multipliziert man diese Ungleichung mit ar so folgt: 
u at are 


u 
5 h“ | Ba 


und daher auch: 
| 2 x ruge| 
— h" 


Ist n Fi. Haager der rationalen Zahlen 2 


T 0298 ER 3 
% Dr rul8 -7)\<; > ı? indeler 2 
I und setzt man 
SL er 
u Mt. Ih" 
so daß auch % eine ganze Zahl ist, so folgt aus der letzten Ungleichung: 
l IS : 1 
(|E BIS IE 
(3) | la Ih) Tomi Fe | 7 | '% ( | > + ) < (2 Az 
u—0 : 
sobald nur A genügend groß. -Daher ist n eine Liouvillesche Zahl. 
Die Sätze 72 und 73 sind als Spezialfälle enthalten in dem all- 
gemeineren 
Satz 74. Besteht zwischen zwei irrationalen Zahlen 
&,n die Beziehung 
20 + p18+ ae SEpHer 
Go e gı5+ BanEN Sr Im % 
mit ganzzahligen p,, q„, und ist Z eine algebraische (tran- 
szendente, Liouvillesche) Zahl, so gilt das gleiche von 7. 
Natürlich werden wir voraussetzen, daß die Zahlen p,,, 9m nicht 
beide verschwinden. Zur Abkürzung sei 
Pot Ppı5t--- + mE" =, 
or se mar=o, 


er Zn 2 
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Rn - also 7 -.. Ist : algebraisch, so ist nach Satz 73 auch o algebraisch 
(eventuell sogar rational, aber -# 0), etwa vom st" Grad. Dann besteht 
eine Gleichung 
y. GEAR 0, 

mit ganzzahligen c,, wobei So A HURT: X Daher ist 


LE; 31 
BA EN: Kar a Sr ) 
| Se are 
\ — 
Es daß sich die Zahl == gewiß auch in der Form 
E 4. ka r]c+ .... + r] gi 


mit rationalen r, darstellen läßt. Nach Satz 73 ist also » algebraisch. 
7 Ist 2 transzendent, und wäre n algebraisch, etwa vom n“" Grad, 
so hätte man eine Gleichung 


N n 


(4) | > a,r= 


wobei a,=+ 0 ist; also: RY 
Re > Oy (Pot Pı&t -.:+ pm 8") (got Nr. tm —0. 


s \ 


” v—0 

% Das ist nun eine algebraische Gleichung für 2, und da & transzendent 
ist, muß sie eine Identität sein. Insbesondere wird daher der Koeffizient 
der Potenz &”” verschwinden, also: 


h Q | ! 
(5) > a, Dim Im Id. 
v—0 
ee ern folgt g9, +0. Denn andernfalls wäre nach (5) a„p), = 
PR, ‚also entweder a, —0(, was nicht der Fall ist, oder p,=P, während 
doch p„ und g,„ nicht beide verschwinden. 
a Weiter ergibt sich aus (4) und (5): 


ne) 
€ 
- 
(4 


ZR Kye BR 

Er = a | Mi Ur m eco 0. 

B> = a, qm (Am — Pin) 

 Dividiert man diese Gleichung durch die wegen g, == 0 irrationale, 

also gewiß von Null verschiedene Zahl 9,97 —P„, so erhält man für 
Br / 


J 1!) Sonst würde die Gleichung nach Division durch o besagen, daß « eine 
algebraische Zahl von geringerem als dem sten Grad ist. 
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n eine Gleichung vom Grad n—1 mit ganzzahligen Koeffizienten, und 
zwar ist der Koeffizient von 1"! gleich 
ml. 

Also wäre die algebraische Zahl 7 von geringerem als dem »!% Grad, 
entgegen der Voraussetzung. Wegen dieses Widerspruchs muß die 
Annahme, daß n algebraisch ist, fallen gelassen werden. 

Endlich sei & eine Liouvillesche Zahl, so daß wieder die Un- 
gleichung (2) gilt.. Ausdem Beweis von Satz 73 ergibtsich dann [vgl. Fl.(3)]: 

6 | kıı 1 ” hg 

(6) | oe a | h% (pm | 
wo 4 beliebig groß sein darf, und wo außer h auch %, und k, ganze 
Zahlen sind. Wir dürfen Habs h, und also auch die absoluten Werte 
von k, und k, oberhalb einer beliebig großen Zahl annehmen. Frei- 
lich muß, wenn wir uns auf Formel (3) berufen, der dortigen Forderung 


entsprechend vorausgesetzt werden, daß die Zahlen o und o irrational 


sind. Aber wenn im Gegenteil etwa o rational sein sollte, also einfach 
e=7,, So genügt es, kk=p,h” zu setzen, um (6) zu erfüllen. 
Aus (6) folgt 


Den & 
| URS re erk<7, 
N | kg €9 
| mt lal<d, 
und daher durch Division: 
€ 
k, ee Ama -1) 


(8) = 
hy + a 
Daraus ergibt sich: 
" ler 2 &,kı 
ee Pen) 


= kit lkal 
9 Ey h m(A—1) 


_ 2(lml+1%,) ne 1] 
1, a) Top’ 
lo gr 
ja|<iel+1< 


ist, sofern nur |k, | genügend groß, so folgt aus der letzten Ungleichung 
weiter: 


Da aber nach (7) 


2(lkl-+Hlkl) 1 
PFERT 
DIE 


„ 


Dan 


BE Re a, A DE ve ee EEE a un en \ 
aa Win Pd EB Bau Dane un R 7 ae ip. u nid) a DE a 4 1 A 


1 Da LE ru ua Er seien dl Saal ZU Zen ML 10a a > wu. 2 0 2 


DW! 
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Nach (8) ist aber 


Ikl—1 2 2 /17- : 
aD miIzı also Irl<i1+1lnl(il+D; 
daher nach der vorausgehenden Ungleichung: 
k 2(mnI+D(%|+D) 1 1 
7 2< Ser Er 5413 
5 , = | kg | 2 |k,|? 


sobald |/,| genügend groß. Da hierbei A, also auch n beliebig groß 


sein darf, schließt man, daß 7 eine Liouvillesche Zahl ist. 

Die Sätze 72 bis 74 lassen sich dahin umkehren, daß, wenn 7 eine 
algebraische (transzendente) Zahl ist, das gleiche von & gilt; in der 
Tat ist diese Umkehrung in den betreffenden Sätzen mit enthalten. 
Dagegen wäre es, außer bei Satz 72, falsch zu glauben, daß, wenn 7 
eine Liouvillesche Zahl ist, & ebenfalls eine solche sein müßte. 
Beispielsweise kann man leicht zwei Zahlen &, 7 angeben, die durch 
die Gleichung 7= 2? verbunden sind, wobei 7 eine Liouvillesche 
Zahl ist, & aber nicht. 

Dazu setzen wir 


- (9) == [boy di, dar - |, 
wobei 5,0, und für alle hinreichend großen Werte von v 
b,+1 Fre er 


ist. Nach Satz 71 ist dann „7 eine Liouvillesche Zahl. Für die 
Näherungsnenner B, gilt, wenn v» genügend groß ist, die Beziehung 
B,+H >= b,+1 128 am B,_= BE = Da = bes: 2.D,, 
also 
TE ZI 

Daher ist B,,, keine Quadratzahl, so daß unter den Näherungsbrüchen 
ee höchstens eine endliche Anzahl mit rationaler Quadratwurzel vor- 
kommt. 3 | 

Hieraus folgt aber leicht, daß &=yn keine Liouvillesche Zahl 


sein kann. Denn andernfalls gäbe es unendlich viele rationale Brüche a 


für welche | 
ERRD BR: 
| : h | = h? 


ist; also, indem man mit ce + ri multipliziert: 
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wenn nur h genügend groß. Nach dem Hilfssatz S. 165 müßte dann 
3 | 


. einem Näherungsbruch des Kettenbruches (9) gleich sein, so daß 


dieser unendlich viele Näherungsbrüche mit rationaler Quadratwurzel 


hätte, was aber nach obigem nicht der Fall ist. 


$ 47. Transzendenz der Zahl e. 


Die fundamentale Bedeutung, die der Zahl e, der Basis der natür- 
lichen Logarithmen, in der gesamten Mathematik zukommt, ist für den 
menschlichen Geist der Ansporn, immer tiefer in die Geheimnisse dieser 
Zahl einzudringen und ihre verborgensten Eigenschaften zu erforschen. 
Im vierten Kapitel haben wir erkannt, daß e irrational ist. Jetzt drängt 
sich die weitere Frage auf, ob e algebraisch oder transzendent ist. 
Jedenfalls gehört die Zahl e nicht zu den bekannten Typen transzen- 
denter Zahlen: Sie ist keine ’Liouvillesche Zahl; denn ihre Ketten- 
bruchentwicklung, die wir in $ 32 hergeleitet haben, genügt offenbar 
nicht der Bedingung des Satzes 71. Der Kettenbruch gehört aber, wie 
weiter bemerkt sei, auch nicht zu den am Schluß des $ 45 erwähnten 
quasiperiodischen. Gleichwohl gilt 

Satz 75. Die Zahl e ist transzendent. 

Der erste Beweis dieses Satzes stammt von Hermite. Der Be- 
weis ist später unter Beibehaltung des Hermiteschen Grundgedankens 
von mehreren Autoren, namentlich von Hilbert und Weber, be- 
deutend vereinfacht worden, so daß er sich heute ganz elementar ge- 
stalten läßt. 


Sei 
or y 
(1) P(x) — > un 
u=—0 


irgendein Polynom. Wir ordnen ihm ein Polynom P*(x) zu nach 
folgendem Gesetz: 


m Mm m A 


(2) Pr I Dfrzte) - Se SZ 


u \ mm u! um um / 
VEN eM—n. Tl) 
oder, was offenbar dasselbe ist, 


Mm 


EN INN 
(3) 5 Bin 


v—0 —0 
Da ein Polynom sich auf unendlich viele Arten in der Form (1) 
darstellen läßt, indem man ja beliebig viele Potenzen mit dem Koeffi- 
zienten Null hinzufügen kann, hat die Definition von P*(x) nur dann 
einen Sinn, wenn sie für jede solche Darstellung zu demselben P* (x), 


£ 
Me 


x 4 - » Pi 
Du Ye IN CE SUBZ u HET I 


a En le me ar 


ft 
Yu m ec x 
a ah Ace aa ar te, 


SIE; e 
s eo f 
Ki et w 
Pe RETTEN Pe 


FIRE I TA 


a 


| ae an 
- Dr = f r Y T 
2 = r Ze m « \ “ Ri e ’r ’ + P AN ” . X 7. e 
& SUR LEN SEELEN 
een ee EL et 4 NT 
u ie er a Di >. 4 z e- N 
r . - “ 
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“führt; das ist aber augenscheinlich der Fall, weil verschwindende 
Koeffizienten y, keinen Beitrag zu P*(x) liefern. Für die Zuordnung 
E von P(x) und P*(x) gelten einige bemerkenswerte Regeln!): 
- I. Für P(x)=«a0Q(x), wo « eine Konstante, ist P*(x) = aQ* (x). 
U. Für P()=Q,(@)+ Q,(@) ist P*(@)= OX@) +08 (o). 
Diese beiden Regeln folgen unmittelbar aus der Definition. Durch 
wiederholte Anwendung von I und II ergibt sich allgemeiner: 


n 


II. Für P(e)= > a,0,(8) ist P* (x) = > 0,0%). 


Er v—0 v0 
Ebenfalls unmittelbar aus der Definition folgt: 


Mm 


ER EEE OT 17 
—0 

Endlich beweisen wir die Regel: h 

V. Ist 9(&) irgendein Polynom, und Pa)=Q(c-+ ß), wo ß eine 
Konstante, so ist auch P*(z)= Q*(x-+ P). 

Da jedes Polynom Q(x) sich linear aus gewissen Potenzen x” mit 
konstanten Koeffizienten zusammensetzt, so wird es nach Regel III ge- 
nügen, wenn wir die Regel V nur für Q(x)= x” beweisen, in gachen 
Fall sie nach IV die Form annimmt: 


id 


Für P(x)=(& +)" ist P*(&)=m! > Sala 


u—0 
Nun ist in unserm Fall 
Q m! 
ae AM, M—U ılk 
Pix) = (2+P) p2 (m EVER % 
yon 
Daher bei Vergleich mit (1) 
Em} mu, u 
1. Alam ESS Ym-i4+u (A ee 


und also nen nach (2): 


II, > + DE 


£r BP 
B: I=0 u=0 ") 5% 
Be W. 2. :b.: w. 


Fr 


fe: !) Der Leser, der mit den Elkmenten der Differentialrechnung vertraut 
ist, wird bemerken daß P*(x) nichts anderes ist als die Summe der sukzessiven 


B Eieienngen: 


Ya 


P*a)= Pla) + Pa) +FP’@)+...+P”(e). 
_ Alsdann sind die im Text bewiesenen Eigenschaften I—V trivial und be- 
= Beten keines Beweises, 
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Wir ordnen jetzt weiter dem Polynom (1) auch nach folgendem 
Gesetz ein Polynom P,(x) von |x| zu: 


PA) Yalzlr. 
—V0 

Auch diese Definition hat einen Sinn, weil verschwindende Koeifi- 
zienten 7, wieder keinen Beitrag zu P,(x) liefern. 

Nun beweisen wir, daß für jedes Polynom P(x) die folgende Un- 
gleichung gilt: 

(4) P@)—eP*(0)|<Izle”!P,@). 

In der Tat ist nach (3) für = 0 


S 
Pr) 2 
Multipliziert man diese Gleichung Me 
Q rg 
u! 


4 
und subtrahiert sie dann von 8). so en) man: 


e” — 


m 


Mm co 
emo du (In In)--Irde 
r (x) e I (0) >77 u! lv ul’ 

v==0 sr 


Nun ist aber 


INS | let 1 x x? | | 
Sr v Bracnansamerc: 
EARET 
rer 


so daß sich aus der BL a die Abschätzung ergibt: 


Pro) 220» 17,| 


Nach diesen en gehen wir zum eigentlichen Tran- 
szendenzbeweis von e über. Angenommen, die Zahl e sei algebraisch 
vom n!" Grad, so besteht eine Gleichung 


(5) > Me U 
v—0 
mit ganzzahligen Koeffizienten «,, wobei insbesondere a, = 0 ist (vgl. die 
Fußnote S. 171). Wegen (5) ist, wenn wieder P(x) ein beliebiges 
Polynom bedeutet, 


er | 
v! 


e*"!=|x|e* P,(x). W. z. b. w. 


N 


Dar) = Dalpri—e ro), 


v—( vl 


4 Pe a We Wa Bu. i 
22 an ae 
2 un ED DE et 
eV Br ES « k 


y>, \ 
L 
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und daher, ee man die EDFOBRLLNDERIGEMEN (4) anwendet, 


Me 
- > 
3 On > a, P*(v) 


]E>> la,ve P,o@)<neP, D> Kl: 


x v—(0 

R- Wir wählen jetzt für P(a) speziell das Polynom 

+ era Pa— Pen)? 

wo p eine sehr große Primzahl ist, für die wir uns eine passende 

Wahl noch vorbehalten; jedenfalls an 

(8) N. 30 > karl; 

Aus (7) folgt leicht: 

“2 PEN (n+3P.. .(n+n)P _ [((2n)!]P 

E KR -————— I I, 

E- “m = 1! Pd! 

Hier ist aber die AT: Seite das p® Glied der konvergenten Reihe 

En | N an II — (2 (2n)le@m!, 

5 v y= _ 

also beliebig klein, wenn nur die Primzahl » groß genug gewählt wird. 

Somit ist die rechte Seite der Ungleichung (6) für hinreichend große 
Werte von p beliebig klein, also gewiß kleiner als /, und man erhält 
aus (6): 

: (9) >T P*)|<1. 

Mit dieser Ungleichung läßt sich aber leicht ein Widerspruch her- 

leiten. Setzt man nämlich das Polynom (7) in die Form 

B Ä RI ARER 

2 Pay I mt, 


so ist offenbar 

y„=0 für u<p—l, 

n„a=[l-Draip, 

/„= Vielfaches von p für u>p—1. 
Also sind alle y, ganze Zahlen und mit Ausnahme von y,_, durch die 
Primzahl p teilbar; y,_, ist wegen p>n nicht durch p teilbar. Da 
ferner auch a, wegen p>la,!>0 nicht durch p teilbar ist, so er- 
weist sich der Ausdruck 


A) P*(0) = > Y 


Be, u 
als eine ganze nicht durch p teilbare Zahl. 

Br: Setzt man ferner, unter v» eine der Zahlen /, 2, ..., n verstehend, 
das Polynom (7) in die Form 


Perron, Irrationalzahlen. 12 


- 
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! 


BO) 
Pi) > (vr =0Q,(2—v), 
ei, 
so ist M=0 für u<p, und im übrigen sind die d\ lauter ganze 
durch p teilbare Zahlen. Nach der Regel V ist P*(x) = Q,*(e—rv); also 


& 
Pro) 0.20) D,00, 


” u 
daher P*(v) eine ganze durch p teilbare Zahl. 

Somit zeigt sich, daß in der Ungleichung (9) unter dem Summen- 
zeichen alle Summanden ganze Zahlen sind, und zwar sind alle durch 
p teilbar mit Ausnahme des ersten (v=0). Die Summe ist daher eine 
ganze nicht durch p teilbare Zahl, die deshalb gewiß nicht verschwindet. 
Ihr absoluter Betrag muß daher mindestens gleich / sein, was aber 
der Ungleichung (9) widerspricht. 


$S 48. Transzendenz der Zahl n. 


Nächst der Zahl e und schon viel früher als diese hat die 
Ludolphsche Zahl sr das besondere Interesse der Mathematiker in An- 
spruch genommen. Jedoch wissen wir von ihr viel weniger. Lambert 
hat bewiesen, daß 7r irrational ist. Aber die Kettenbruchentwicklung 
der Zahl z oder einer nahe mit ihr verwandten Zahl ist nicht bekannt. 
Wir wissen daher nicht, ob die Zahl = etwa eine Liouvillesche 
ist oder ein quasiperiodischer Kettenbruch. Das Geheimnis ihrer Tran- 
szendenz aber konnte ihr entrissen werden. 

Satz 76. Die Zahl x ist transzendent. 

Es ist das unsterbliche Verdienst des deutschen Gelehrten Linde- 
mann, erkannt zu haben, daß auf Grund eines lange bekannten Zu- 
sammenhanges der Zahlen e und zz der Hermitesche Transzendenz- 
beweis für e so verallgemeinert werden kann, daß er auch die Tran- 
szendenz von 7x offenbart. Lindemann hat damit das uralte Problem 
der Quadratur des Kreises im Jahr 1882 zur endgültigen Erledigung 
gebracht. Auch der Lindemannsche Beweis ist, zumeist parallel 
laufend mit den Vereinfachungen des Hermiteschen Beweises, später- 
hin bedeutend vereinfacht worden, so daß man jetzt mit ganz elemen- 
taren Betrachtungen auskommt. Immerhin müssen wir dabei ein be- 
scheidenes Maß von Wissen voraussetzen, das über das in diesem Buch 
vermittelte hinausgeht. Wir benötigen die Lehre von den imaginären 
Zahlen, die Elemente der Algebra, insbesondere die Wurzelexistenz 
und die Theorie der symmetrischen Funktionen, endlich aus der Analysis 
die Exponentialfunktion komplexen Arguments und die Formel 


er ——1, G=Y—1). 
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Angenommen die Zahl = würde einer Gleichung 
GFAr+..+ant=0 


* mit ganzzahligen Koeffizienten genügen, wo a, + 0 ist, so wird dasselbe 
von der Zahl ni=£ gelten; es ist nämlich 

y £ BR 23 3 £5 

ö %trh7—aS +98 Ba Cie a 


oder also 


o-,°+,—.." + mE ,8+ 0,8 —.. = 0 
Daher wollen wir annehmen, 
k 


fa) => ER, (4; + 0) 


al) 
sei eine Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten c,, der die Zahl ri 
genügt. Sind x, ..., x, die k Wurzeln dieser Gleichung, so ist also 
eine von ihnen gleich zıi, eine zweite gleich — ri, weil mit jeder 


komplexen Wurzel] bekanntlich auch die konjugierte auftritt. Daher ist 
k 


I]e+:»-; 


Y x—1 
weil das Produkt den Faktor 7+e”“= 0 enthält. Multipliziert man 
das Produkt aus, so ergibt sich: 


Be) 2 +2 e”x >> elta tr? +2 Fe a EA eutnt. + —(, 
Nun hat die Gleichung Ni ‚By 0 die Wurzeln x,, ... x,;' also ist 


He-»-240 


ferner haben die es 


Ile — £, ED ER fe) 


a 
I | 2-2, => Perf), 
” 


“ ern Ber 4 
er Dh ah wear 
y Be yT Fi BD 


als symmetrische Funktionen der x, rationale Koeffizienten. Daher 
läßt sich die Gleichung (1) auch in der Form schreiben: 
RL 
Yy — 
@ De 


wobei die Exponenten y, die Wurzeln, der en 


Aa) Re). fa) = 


sind. Diese hat rationale Koeffizienten, die man durch Multiplikation 
mit dem Hauptnenner auch ganzzahlig adhen kann. Von den Zahlen 


12* 


a: 
ii 
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' y, ist mindestens eine gleich Null; denn unter den Zahlen x, ist so- 

wohl ri als — ri vorhanden, daher unter den Zahlen x,+x, gewiß 
die Null. Wenn etwa g—1 der Zahlen y, gleich Null sind, wo also 
q>2 ist, so nimmt die Gleichung (2) auch folgende Gestalt an: 


(3) + Der =0, 
wobei die Exponenten 2, die Wurzeln einer algebraischen Gleichung 


mit ganzzahligen Koeffizienten sind, und alle von Null verschieden. 
Diese Gleichung sei 


(4) HtNEt. tm —=0, 
wobei 
(5) : Y9tI, MmMrP 


ist. Die Summe in (3) ist dann von v=1 bis v=n zu erstrecken. 
. Nun bleiben die an das Polynom P(x) [Gleichung (1) des vorigen 
Paragraphen] geknüpften Überlegungen offenbar auch dann in Kraft, 
wenn die dabei auftretenden Zahlen 
Yur %) 4, 0%; P 
komplex sind. Aus (4) folgt aber, wenn P(x) irgendein Polynom ist: 


qP*(0)+ I P*()= ID (P*@)—  P*(0)); 


v—1 v—1 
also, indem man die rechte Seite mit Hilfe der Formel (4) des vorigen 
Paragraphen abschätzt: 


ee A 
aP()+ IP) = Dale P,%) 
vi v—1 


und erst recht, wenn £ die größte der n Zahlen |z, |, ..., |z„| bedeutet: 


| 


(6) aPt(0+ N Pr) |<nteR.Q. 


v1 


Wir wählen jetzt für P(x) speziell das Polynom 


a ER €] aa A a rg 
7 P A In JO zu n / 
wo p wieder eine geeignet zu wählende Primzahl bedeutet; jedenfalls sei 
(8) pr> .p>nh, Pp>ig. 
Dann ist offenbar 
OP Alam al ENEENTEERRUE NS. 


(p—D! 
und da die rechte Seite für genügend große p wieder beliebig klein 
wird, folgt aus (6): 


En 
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(9) | qP*(0) + P* (2, 


sobald nur die Primzahl p groß genug gemshif ist. Hieraus ergibt sich 
nun wieder ein Widerspruch, wenn wir zeigen können, daß die linke 
Seite von (9) eine ganze nicht durch p teilbare Zahl ist. 


Setzt man zu dem Zweck P(x) in die Form 


LI) > zn get 


so ist 
y „0 für u<p —1, 


wo  Yszai! Br: Ib, 
1. — Vielfaches von p für u>p—1. 


Mit Rücksicht auf (8) ist daher der Ausdruck » 
qP*(0)= Dr 


_ e - 
eine ganze, nicht durch p teilbare Zahl. Der Widerspruch wird 


daher zutage treten, wenn wir noch zeigen können, daß die Summe 
Te 
10 fer 
(10) > (2,) 
eine ganze, durch p teilbare Zahl ist. Nun ist, da die Gleichung 
(4) die Wurzeln 2,, ..., 2, hat, 
gtNLELt.: + mM mlR— 2) (22)... (En); 
und daher auch - 
we p en p 
Bi3= (9, 2)P” (m% 924) (In % Ina)? + (9% — In &n) Ä 
N 
Also, wenn man, unter » eine der Zahlen /, 2,...., n verstehend, nach 
Potenzen von 9,2 —y„2, entwickelt: 


IA RER); 
Po)=> er " 2 ! (He mA —=d, (2 —2,), 


m! 


[7 
wobei die A,, für @«<p verschwinden, während sie für u>p Poly- 
nome ihrer » Argumente sind mit ganzzahligen, durch p teilbaren 
Koeffizienten; außerdem ist A,, eine symmetrische Funktion der 
n—1 Größen 

Ay een Do do+ın 9993 m: 
Wenn man daher A,,—p B,, Setzt, so sind die B,, noch immer 
Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten, und es ist unter Berück- 
sichtigung der Regel V des vorigen Paragraphen 
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i 
P*(2,)—= 0% (0) = > ge A, (mus = Inn) 
u 
= 
> 


u 


S | A S 
2) =p 8 In | Ber (9 21) N) In &n)- 
v1 u v—l 


Hier ist aber die innere Summe eine ganze symmetrische Funktion 
von 9213 +, 9,2, mit .ganzzahligen Koeffizienten. Sie ist also selbst 
eine ganze Zahl, da die Gleichung mit den Wurzeln 9,2,. ..., 912, die 
folgende ist: | 
90 Ge, 91 In: 2 EL N > In—2 In ne Ar In-1 at De 0, 

also bei ganzzahligen “Koetfizienten den höchsten Koeffizienten / hat. 
Hiernach ist in der Tat die fragliche Summe (10) eine durch p teil- 
bare ganze Zahl, womit alles bewiesen ist. 


—p DH (In 215 ee In Zu); 


und also 


u en BE 
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Druckfehler: 


Seite 51 Zeile 9 von unten statt I, lies Bu® 
Seite 72 Zeile 14 muß die Formel lauten: 


Seite 118 bei Formel (9) statt A=1,2,2,.. lies A=1,2,3,... 
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